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1. 


Erzeugung der Curven vierter Ordnung dureh 
Bewegung gerader Linien. 


(Von Herrn 4. Gra/smann, Oberlehrer an der Friedrich-Wilhelms-Schule zu Stettin. ) 





.. 

Uber die Erzeugung der Curven vierter Ordnung durch gerade Linien 
habe ich in diesem Journal (Band 42, S. 190) folgenden Satz aufgestellt. 

„Wenn der Punet .x Anfangspunet von vier offenen Figuren ist, von denen 

zwei und zwei ein gemeinschaftliches End-Element haben, während die 
beiden gemeinschaftlichen Elemente zugleich Grenz-Elemente einer fünften 
offenen Figur sind: so beschreibt x, wenn die sämmtlichen Ecken der 
offenen Figuren in festen Geraden und die sämmtlichen Seiten derselben 
um feste Puncte sich bewegen, eine Curve werter Ordnung. 

Ich erinnere hier daran, dafs ich dasjenige Element (Punct oder Linie). 
mit welchem eine offene Figur beginnt, oder schliefst, ein Grenz-Element der- 
selben nenne. Zur Erläuterung möge (Taf. I. Fig. 7) dienen, in welcher der Punct y 
End-Element zweier von z ausgehenden offenen Figuren und die Linie Z End- 
Element der beiden andern ist, während die von y zu Z übergehende offene 
Figur eine Seite und eine Ecke enthält. Es kann auch insbesondere der Fall 
eintreten, dafs eine oder die andere offene Figur nur aus ernem Punct und 
einer Linie besteht. also gar keine Seiten und Ecken hat, sondern von 
dem Anfangs-Element sogleich in das End-Element übertritt. Dieser Fall tritt 
z. B. in Fig. 6 ein, wo von den vier von x ausgehenden offenen Figuren die 
beiden mittleren nur aus dem Puncte .r und einer Geraden y oder Z bestehen. 

Zu den verschiedenen Specialsätzen, in welche der angeführte Satz 
zerfällt, gelangt man leicht. wenn man bedenkt, dafs die beiden Übergangs- 
Elemente (so nenne ich die beiden Grenz-Elemente der vermittelnden offenen 
Figur, welche in dem Satze als die fünfte offene Figur bezeichnet ist) ent- 
weder Puncte sein können, wie y und x in Fig. 1. oder Gerade, wie Y und Z 
in Fig. 2, oder das eine ein Punct, das andere eine Gerade, wie y und Z in 
Fig. 3. und dafs, wenn ein Übergangs-Element eine Gerade ist, von den beiden 
offenen Figuren, die von x aus nach diesem Übergangs - Element hingehen. 
die eine blofs aus dem Puncte x und diesem Übergangs-Elemente bestehen 
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kann: wie z. B. in (Fig. 4). wo das Übergangs-Element Z von x ausgeht. 
Hierdurch zerfällt der allgemeine Satz in sechs Specialsätze, welche ich hier 
kurz zusammenstellen will. 

Il. Wenn man in einem Polveon (Fig. 1) von einer Ecke x zwei 
Diagonalen zieht und sich das Polygon (dessen Seiten und Winkel hier überall 
als variabel angenommen werden) so bewegt, dafs alle Ecken, aufser den drei 
von der Diagonale getroffenen, in geraden Linien fortschreiten, und alle Seiten. 
wie auch die Diagonalen, um feste Puncte sich drehen, so beschreibt x eine 
Curve vierter Ordnung. 

2. Dasselbe geschieht, wenn man (Fig. 2) stalt der beiden Diagonalen, 
von . zwei Gerade nach zwei Seiten des Polygons zieht und das Polygon 
sich so bewegen lälst, dafs diese Geraden und alle Seiten, aufser jenen zweien, 
um feste Puncte sich drehen, und sowohl die Endpuncte jener beiden Geraden. 
als auch alle Ecken des Polvgons, aufser :r, in geraden Linien fortschreiten. 

3. Ferner geschieht auch noch dasselbe, wenn man (Fig. 3) nur 
statt einer Diagonale eine Gerade nach einer Seite des Polygons zieht. 

4. Wenn zwei Polvgone (Fig. 4) eine gemeinschaftlliche Ecke .r 
haben. während die Polygonwinkel an dieser Ecke einen gemeinschaftlichen 
Schenkel haben, und man in einem dieser Polygone von & eine Diagonale 
zieht. so beschreibt x, wenn sich alle Ecken, aufser den von der Diagonale 
setroffenen, in geraden Linien bewegen, und alle Seiten beider Polygone, aufser 
den ineinander liegenden. um feste Puncte sich drehen, eine Curve vierter 
Ordnung. 

5. Das Gleiche geschieht auch (Fig. 5). wenn man von X, statt 
der Diagonale, die um einen festen Punct rotirt, eine Gerade zieht, deren 
Durchschnittspunet mit einer Seile des Polygons sich in einer festen Ge- 
raden bewegt. 

6. Wenn drei Polygone (Fig. 6) eine gemeinschaftliche Ecke « 
haben und ihre an dieser Ecke befindlichen Polvgonwinkel stetig an einander 
liegen, und sich dann die Polygone so bewegen, dafs alle Ecken, aufser «x, in 
festen Geraden fortschreiten, und alle Seiten. aulser denjenigen. in welchen 
jene stetigen Winkel aneinander grenzen, um feste Punete sich drehen, so 


beschreibt .r eine Curve vierter Ordnung. 

7. Alle vorstehenden Sätze gelten auch noch, wenn man (Fig. 7) 
statt der von x gezogemen Geraden, gebrochene Linien setzt, deren Seiten 
um feste Puncte und deren Ecken in festen Geraden sich bewegen. 





ein 
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Da der allgemeine, an die Spitze gestellte Salz seinerseits wieder nur 
besonderer Fall eines allgemeinen Satzes ist, den ich in meiner Aus- 


delinungslehre (S. 244 ff.) und im 31. Bande dieses Journals ausführlich be- 


wiesen habe. so darf ich mich hier des Beweises entheben. zumal derselbe 


nicht die mindesten Schwierigkeiten hat. 


Ungleich schwieriger ist der Nachweis. dals sich, umgekehrt, jede be- 


liebige Curve vierter Ordnung, auf jede der sechs Arten, welche in den vor- 


hergehenden Speecialsätzen dargestellt sind. erzeugen läfst. Ich werde hier 


die einfachsten Erzeugungs-Arten, durch welche jede beliebige Curve vierter 


Ordnung hervorgebracht werden kann, in einem Salze zusammenstellen und 


dann die Beweise ihrer Allgemeinheit liefern: 





„Jede Curve vierter Ordnung läfst sich erzeugen, als Ort: 

I) Einer Ecke (x) eines Sechsecks (Fig. 1), in welchem von dieser 
Ecke (x) zwei Diagonalen nach zwei einander benachbarten Ecken ge- 
zogen sind. und in welchem diese Diagonalen und alle Seiten durch feste 
Puncte gehen. während alle von den Diagonalen nicht getroffenen Ecken 
in festen Geraden liegen. 

2) Einer Ecke («) eines Fünfecks (Fig. 2). in welchem von dieser 
Ecke (#) nach zwei Puncten 'p, und p,),. die in zwei aneinanderstehenden 
Seiten liegen, zwei Gerade gezogen sind, und in welchem alle übrigen 
Seiten. so wie diese beiden Geraden (.rp, und xp,), durch feste Puncte 
sehen, während die Puncte /p, und p,) und alle Ecken aufser «, in 
festen Geraden liegen. 

3) Der Spitze (x) eines Fünfecks (Fig. 3). in welchem von der 
Spitze nach einem Puncte (p,) der Grundseite und nach einer daran 
liegenden Ecke zwei Gerade gezogen sind, und in welchem diese Geraden 
und alle Seiten, aufser der Grundseite, durch feste Puncte gehen, während 
jener Punct (p,) und alle von der Diagonale nicht getroffenen Ecken in 
festen Geraden liegen. 

4) Der gemeinschaftlichen Ecke (x) eines Vierecks und eines stetig 
daran liegenden Dreiecks (Fig. 4), wenn die von dieser Ecke gezogene 
Diagonale des Vierecks und alle Seiten beider Figuren, mit Ausnahme 
der aufeinander fallenden, durch feste Puncte gehen und alle von der 
Diagonale nicht getroffenen Ecken in festen Geraden liegen. 

5) Der gemeinschaftlichen Ecke (x) eines Dreiecks und eines stetig 
daran liegenden Vierecks (Fig. 5). in welchem von dieser Ecke « nach 

. (* 
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einem Puncte (/p,) der an die gemeinschaftliche Seite sich anschliefsenden 
Seite eine Gerade gezogen wird, während diese Gerade und alle Seiten, 
aufser der gemeinschaftlichen, durch feste Puncte gehen und jener Punct (p,). 
so wie alle Ecken aufser &, in festen Geraden liegen. 

6) Der gemeinschaftlichen Spitze x dreier stelig an einander liegender 
Dreiecke (Fig. 6). deren übrige Ecken in festen Geraden liegen und 
deren Grundseiten und äufsersten Schenkel durch feste Puncte gehen.” 

Ehe ich zu den Beweisen dieser Sätze übergehe, will ich der Übersicht 
wegen diejenigen Formeln voranstellen. auf welche ich dabei zurückgehen 
werde. Überall werde ich unter den kleinen Buchstaben Puncte, unter den 
vorofsen gerade Linien verstehen. Wie in den frühern Aufsätzen soll: 


(1) ab 
die durch « und 5 gehende Gerade, 
(2) AB 


den Durchschnitt von A und B bezeichnen. Ferner soll 
8) d=0, ode a=h 

ausdrücken. dafs « und 5 zusammenfallen ; 

(4) AB-—0, oder A=B, 
dafs 4 und 5 zusammenfallen, 

5.) Ab=0 oder 5BA=0, 
dafs 5 in 4 fällt. 

Nun habe ich gezeigt. dafs die Gleichung 
6.) A848, =%, 

wenn 4x, und 5, Producte in dem Sinne der Formeln (6. und 2.) sind. 
welche den Punet .v zusammen «umal als Factor enthalten, die Gleichung einer 
von .c beschriebenen Curve uter Ordnung ist. Diesen Satz habe ich den er- 
weiterten Pascalschen genannt. Der Pascalsche Satz über das mystische 
Nechseck lälst sich, wenn wabede dieses Sechseck ist, durch die Formel 

fr.) za.cd),(ab.de)(be.ex) — 0 
ausdrücken, da dieselbe nur aussagt, dafs die drei Durchschnitispuncte der 
segenüberliegenden Seiten jenes Sechsecks in gerader Linie liegen. Setzt man 
hier ed = B, ab.de = e,, be==D, so erhält man folgenden Satz: 

„Die Gleichung 
(8.) zaBe, Dex — 0 
ist die Gleichung eines Kegelschnitts, der durch die 5 Puncte a, e, BD, 
ac,D, ec, B geht.” 
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Noch füge ich folgende einfache Umgestaltungsformeln hinzu: 
Die Gleichung 
ax Bez — 0 
(9.) En aus. dafs entweder 
acz —=0, oder Bir = 0 

ist. Denn die Gleichung drückt aus, dafs der Punet «= B mit ce und x in 
gerader Linie liegt. Dies ist aber erstens der Fall, wenn x in B liegt, in- 
dem ar B == x wird. Liegt hingegen x nicht in B, so ist ax B von .r ver- 
schieden, und die Gleichung sagt dann aus, dafs e in der durch die Puncte 
ax B und x gelegten Geraden, d. h. in der Geraden ax liegen muls. Es 
mufs also nothwendig entweder xB, oder acx, Null sein. 

Ferner die Gleichung 

abU — 0 
(10.) ist, wenn ad nicht Null ist, gleichbedeutend mit dem Gleichungspaare 
«U —0 und bÜ—VO. 
Denn abU—=0 drückt dann aus. dafs die Gerade ab mit Ü zusammenfällt. 
d. h., dafs « und db in € fallen. Eben so ist die Gleichung 
| ABe —=Q,. 
(11.) wenn AB nicht Null ist, gleichbedeutend mit dem Gleichungspaare 
Ae—=0 und Be =. 
Endlich ergiebt sich leicht der Satz: 
Wenn ein fortschreitendes planzmetrisches Product (d.h. ein Product 
im Sinne der Formeln (1 bis 5.)). welches mit zwei Punct- oder Linear- 
Factoren beginnt und schliefst, während sonst überall Punct und Linie wech- 
seln, Null ist: so bleibt es auch Null, wenn man, von einem beliebigen Factor 
an, die ganze Factorenreihe umkehrt und in kleinere schliefst. z. B. wenn 
abUCdEfgy — 0 
(12.) ist. so ist auch 
a(gfEdCb) — 0. 

Denn die erste Gleichung drückt aus, dafs die drei Puncte «bUdE, f, y in 
gerader Linie liegen. Dasselbe drückt die Gleichung «bEdE/ fg) —0 aus. Vermöge 
dieser Gleichung gehen wieder die drei Geraden abCd, E, fg durch einen und 
denselben Punct, und das Nemliche drückt die Gleichung «bCd(fyE) aus. u. s. w. 


Obgleich sich noch manche Formel aufstellen liefse, die für den gegen- 
wärligen Zweck von Nutzen sein würde, wird man doch mit den vorstehenden 
Formeln ausreichen. 
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Indem ich nun zum Beweise des oben aufgestellten sechsfachen Salzes 


übergehe. bemerke ich noch, dafs ich mich nicht damit begnügen werde. 
blofs im Allgemeinen die Erzeugbarkeit der Curven vierter Ordnung auf 
die dort angegebenen 6 Arten nachzuweisen, sondern dafs ich überall bis zur 
veometrischen Construction derjenigen Puncte und geraden Linien fortschreiten 
werde, in welchen sich die Geraden und Puncte der veränderlichen Figur be- 
wegen müssen, damit der Punel x eine gegebene Curve vierter Ordnung erzeuge. 

Ich zerlege zu dem Ende den Beweis in eine Reihe von Aufgaben, 
die ich in den folgenden Paragraphen lösen werde und mit deren Lösung 
der Beweis des obigen Salzes. nebst der geometrischen Construction aller 
Constanten, vollendet ist. 


$. 1. 


“ 


Die sechs in dem Salze beschriebenen Arten der Bewegung in Formeln darzustellen. 


Aus den Formeln (1, 2 und 5.) ergiebt sich sogleich, dafs die in dem 
obigen Salze beschriebenen Bewegungen, wie sie in den Figuren (1 bis 6) 
bildlich ausgedrückt sind, beziehlich durch folgende 6 Gleichungen darge- 


> 


stellt werden: 
(1.) zaBb,(ab)d,(ze)f,@y Fkx — 0. 
(2.) zaB(abUC)D(xeE)Fy,Gkx — 0, 
(3.) zaBb,(ab)(zeEK)Fy@Gkx = 0, 
(4.) zaBb, (zb) dAEx FgyGkxe — 0, 
5.) zaBb,2D(xzeE)Fg@Gkı —= (0, 
(6.) vaBb,« De KExFyGkı — 0. 


$. 2. 
Die sämmtlichen Puncte zu finden, welche, statt x gesetzt, ein Product, in welchem nur 
die durch die Formel (1. und 2.) dargestellten Multiplications - Arten vorkommen, 
gleich Null machen. 

1. Wenn ein Produet nur die durch die Formel (1. und 2.) dargestellten 
Multiplications-Arlen enthält, so wird es als Product, entweder zweier gerader 
Linien, oder zweier Puncte sich zeigen. Es wird nur nöthig sein, einen dieser 
Fälle, etwa den zweiten, zu betrachten, da der andere durch Reciprocität aus 
ihm hervorgeht. Man hat dann das Product zweier Puncte. Der eine der- 
selben. den wir als ersten Factor selzen wollen, sei wieder aus zwei Factoren 
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zusammengesetzt, so werden diese Factoren Linien sein und man erhält also 
die Form ABe. Man nehme an, dafs A, B, c den Punct x beziehlich «mal. 
mal. ymal als Factor enthalte. Es seien bereits die Puncte gefunden, welche. 
statt x gesetzt, ABc gleich Null machen. Dann sind nur noch die Puncle 
zu suchen, welche ABec gleich Null machen, ohne AB gleich Null zu machen. 
Ist nun aber AB nicht Null, so ist nach Formel (11.) die Gleichung 
ABe —= 0 
gleichbedeutend mit dem Gleichungspaare 
Ac—=0 und Be —=dO. 


von welchen die erstere eine Curve (@--y)ter Ordnung. die letztere eine 





Curve (3 --y)ter Ordnung darstellt. Ihre Durchschnittspuncte sind die gesuch- 
ten Puncte. Also: 

„Wenn A, B, ce Productfunctionen des Punctes x sind (die ersteren 
beiden gerade Linien. die letzte ein Punct). so findet man diejenigen 
Puncte x, für weiche 

(a) ABce =0 und AB ungleich O 
ist. als die Durchschnitte der beiden Curven, deren Gleichungen 
(d) Ac=0 und Be —= 0 
sind. und von denen sich die erstere um alle Puncte schlingt, welche 
A gleich Null machen, die letztere um die, welche 3 gleich Null machen.” 
Auf diese Weise findet man also, indem man schrittweise die Zusam- 
mensetzung des Products verfolgt, und bedenkt, dafs zuerst za nur für 2==a, 
Null ist, alle die Puncte, welche das Product gleich Null machen, und die 
Aufgabe ist gelöset ( Vergl. Band 42. S. 201). Doch läfst die Methode in 
einigen Fällen eine Vereinfachung zu. 
Nämlich erstens, wenn e und 3 constant sind, so enthält die Gleichung 
Bc —=0 den Punct x gar nicht. Wird also diese Gleichung nicht erfüllt. 
d. h. liegt e nicht in B, so giebt es keinen Punct, welcher, statt x gesetzl. 
ABec gleich Null macht, ohne A# gleich Null zu machen. Liegt hingegen « 
in B, so folgt, dafs jeder Punct x, welcher der Gleichung Ae=-0 genügt, 
d. h. jeder Punct der durch diese Gleichung dargestellten Curve. auch ABe 
gleich Null mache. Wir wollen in diesem Falle der Kürze wegen sagen. es 
sei dies Product ABe durch jene Curve theilbar. Also: 

Erstlich, „Wenn das Product zwei aufeinanderfolgende constante 
Factoren enthält, von denen der Punctfactor in dem Linienfactor liegt, so ist 

das Product durch eine Curve /Aeelbar. Folgen hingegen zwei constante 
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Factoren auf einander, die nicht diese Lage haben, so bedingt das Hin- 

zutreten des zweiten dieser Factoren keine neuen Puncte, die, statt x 

geselzt, das Product gleich Null machen.” 

Ist zweitens c wieder ein Product = CD und sind B und D constant. 
so hat man, als diejenigen Puncte, für welche 
(e.) AB(CD) = und AB ungleich O 
ist. die Durchschnittspuncte der Curven 
(d) ACD=-0 und BCD =d. 
Fallen nun zuerst die constanten Linien 3 und D zusammen, so wird die 
zweite der Gleichungen BUD schon allgemein befriedigt. Es ist also dann 
AB(CD), == 0 gleichbedeutend mit der Gleichung AUD—0. Alle Puncte x 
der durch die letztere Gleichung dargestellten Curve machen daher das Pro- 
duet AB CD), gleich Null; d. h. dieselbe ist durch jene Curve tAeilbar. Fällt 
aber B nicht mit D zusammen, und ist auch CD ungleich Null, so drücken 
BD sowohl. als ÜD, einen Punet! aus, und zwar, vermöge der zweiten 
Gleichung in (d.). denselben Punet, d. h. es ist BD=CD. Man kann also 
in der ersten Gleichung in (d.) BD statt CD setzen und erhält somit 
ABD=0 und CBD—= 0 

als diejenigen Gleichungen, welche die Gleichung (d.) ersetzen. Von ihnen 
stellt die erste eine Curve «ten, die letzte eine Curve yten Grades dar. Somit 
sind die Puncte x, welche das Product AB/CD) gleich Null machen, ohne 
AB oder ÜD gleich Null zu machen, die Durchschnittspuncte dieser beiden 
Curven vom «ten und ylen Grade. Also: 

2. „Wenn das (mittels der Multipliecations- Arten (1. und 2.)) zu- 
sammengeselzie Produet P aus zwei Factoren besteht, deren jeder ein 
Product aus einem variabeln und einem constanten Factor ist, so ist P 
durch eine Curve theilbar, so oft die beiden constanten Facloren zu- 
sammenfallen. Fallen sie nicht zusammen, so erhält man die neu hinzu- 
tretenden Puncle, welche P gleich Null machen, als Resultat der Elimination 
aus zwei Gleichungen, die sich ergeben, wenn man das Product der beiden 
constanten Facloren, in einem jeden der beiden variablen Factoren, ein- 


zeln gleich Null setzt.” 

Endlich mögen noch zwei besondere Fälle betrachtet werden, welche 
ın den Gleichungen ($. 1.) vorkommen, indem man nämlich die Puncte x sucht, 
welche zaBb, (zb), und diejenigen, welche zaB(xbC) gleich Null machen. 
Ich nehme an. dafs von den vorher erwähnten Fällen. in denen diese Producte 
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durch Curven theilbar werden, keiner eintritt, schliefse also aus, dafs « oder 
b, in B, b in C falle und dafs 5, mit 5, oder B mit C identisch werde. 
Ist dies ausgeschlossen, so folgt, dafs die beiden Factoren vaBb, und .cb des 
ersten Products nur dann verschwinden. wenn x in a oder in 5 fällt. und dafs 
aufserdem das ganze Product Null wird, wenn zaBb,b und .röb, zugleich 
Null werden; d. h. wenn x in der Geraden db, Ba und zugleich in der Ge- 
raden bb, liegt. Liegen nun a, 5, 5, in gerader Linie, so fallen diese beiden 
(reraden zusammen: also, wenn x in einer und derselben Geraden liegt, so liegt 
es auch in der andern. und macht also das Product zaBb,(xcB) gleich Null; 
d.h. dies Product ist dann durch die Curve (gerade Linie) «bb, —=O theilbar. 
Liegen aber «, db, &, nicht in gerader Linie. so liegt «= im Durchschnitt der 
beiden Geraden 5b, Da und dbb,. Dieser Durchschnitt ist 55,9. Also: 


.3. „Das Product xaBb, (zb) wird durch eine gerade Linie /heil- 
bar, wenn a und Öd, in B fallen oder «, b, db, in gerader Linie liegen. 
Findet keiner dieser drei Fälle Statt, so wird das Product nur durch die 
drei Puncte 2 == a, b, bb, B gleich Null gemacht.” 


Das Product zaB(xbC) wird unter den obigen Voraussetzungen nur 
gleich Null. wenn 2 = «a oder =b, oder zugleich z#a(BC) und xd(BC) Null 
sind. d. h. wenn x zugleich in der Geraden BCa und in den Geraden BUL 
liegt. Fallen diese beiden Geraden zusammen, d.h. liegen die drei Puncte 
a, b, BC in einer Geraden. so wird das Product durch diese Gerade fheilbar. 
Liegen sie nicht in einer Geraden, so ist x der Durchschnitt der beiden Geraden 


BCa und BCb, d.h. es ist = BC. Also: 


4. „Das Product zaB(xcbEC) wird durch eine gerade Linie /heelbar, 
wenn «@ in B, oder d in € liegt, oder wenn die drei Geraden «db, B und C 
durch einen und denselben Punct gehen. Findet keiner dieser vier Fälle 
Statt, so wird das Product nur durch die drei Puncte x = «a, b und BC 


gleich Null gemacht.” 


S. 3. 


Diejenigen Puncte r zu finden, welche die Producte in ($. 1.), bis zum Factor F 
oder f, hin, gleich Null machen. 


Es wird nur nöthig sein, diese Aufgabe an dem ersten jener Producie 
ausführlich zu lösen, worauf man dann bei den fünf übrigen die Ausdrücke der 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLIV. Heft 1. 2 
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Puncte, welche sie gleich Null machen, unmittelbar aus dem betreffenden Pro- 
ducte selbst wird ablesen können; so dafs eine Zusammenstellung dieser Aus- 
drücke genügen wird. Wir schliefsen dabei ein für allemal die in ($. 2.) 
erwähnten Fälle aus. in denen das Product durch eine Curve tAeilbar wird. 
da diese Fälle nur die Betrachtung verwirren würden, ohne für die Allge- 
meinheit förderlich zu sein. Welche Puncte x machen also zuerst das Pro- 
duct zaBb, (cb)d,(xe)f, gleich Null? 


Es sind dies nach ($.2.) zuerst die drei Puncte a, db, bb, B; ferner 
der Punet e, und aufserdem die Puncle,. für welche die Gleichungspaare 


waBb,d = 0, jraBb,(cb)de —= 0, (waBb,(wb)d,fi = 0 
I zbd, —0, Iadıe — 0, Iwef, — 0) 


gelten. Nämlich das erste Paar dieser Gleichungen bestimmt nach dem ersten 
Salze in ($.2.) den Punet, welcher das Product za Bb,(xb)d, gleich Null 
macht, ohne za Bb,(cb) gleich Null zu machen; das letzte Paar bestimmt nach 
demselben Satze diejenigen zwei Puncle, welche das ganze Product, bis f} hin. 
gleich Null machen, ohne es bis zum Factor (ze) hin gleich Null zu machen. 
Das zweile Paar der Gleichungen bestimmt nach dem zweiten Satz in ($. 2.) 
diejenigen Puncte, welche das Product vaDb,(wb)d,(xe) gleich Null machen. 
ohne zaBb,(cb)d, oder we gleich Null zu machen; .e endlich wird nur 
Null für #22 e. Das erste Gleichungspaar können wir nach der Formel (12.) 


auch wie folgt schreiben: 
db, Bax —=0O und dbze=dQ. 


Sie drücken aus, dafs x in den beiden Geraden d,d,Ba und d,b, also in 
ihrem Durchschnitt liegt, d. h. sie liefern den Punet 


» — d,b,Ba(d,b), den wir d nennen wollen, während wir den Punet 
bb,B mit c bezeichnen. 


In dem zweiten Gleichungspaare drückt die untere Gleichung Dasselbe 
aus. nemlich dafs = in d,e liegt; die obere, dafs die drei Geraden zaBb,. 
eb, de durch einen und denselben Punct gehen. Da aber x in dıe liegt, 
so schneiden sich die beiden letzteren Geraden in x, also mufls die erste jener 


drei Geraden auch durch x gehen, d.h. es ist 


raBb,xc —=d. 


Diese Gleichung drückt nach Formel (9.) aus, dafs « entweder in ad, oder 
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in B liegt. Da aber .x zugleich in d,e liegt, so giebt das zweite Gleichungs- 
paar die Puncte 


= deB wd z= delab,. 


Endlich das letzte Gleichungspaar drückt aus, dafs .r in dem Durchschnitt der 
Geraden ef, und des Kegelschnitts zuBb,(zd),d,f = liegt. Dieser Kegel- 
schnitt geht nun offenbar durch die vier Puncle, welche zuBb,(xzb)d, gleich 
Null machen. d.h. durch die Puncte «, db, e, d. Um noch einen fünften Punct 
zu finden, schreibe man die Gleichung dieses Kegelschnitts, welche ausdrückt, 
dafs die drei Geraden zaBb,,. zb, d,f, durch einen und denselben Punct 
sehen, in der Form zu Bb,(d,f)dx===0. Dann folgt aus dem Satze (No.S). 
dafs der Kegelschnitt auch durch den Punet d,f,B geht, den wir mit r be- 
zeichnen wollen. Demnach drückt das dritte Gleichungspaar aus, dafs x in 
den Durchschnitten der Geraden ef, und des durch die Puncte a, db, e,d, r 
gelegten Kegelschnitts geht. Sind % und > diese Durchschnittspuncte, so soll 
dies symbolisch durch 

(h,r) = ef,.|u, b, c,d, r] 


ausgedrückt werden. 


Also sind die Puncte x&, für welche 
/ zaBb,(xcb)d,(ze)fi = V 
wird, erstens die sieben Puncte 
a, b, bb,B, d,b,Ba(bd,), e, ed,B, ed,(ab,), 
(1.) (die ich nach der Reihe mit 
' ME Tue Pa Sa Pa Ar 
bezeichnen will, und aufserdem die beiden Puncte 
(h,ı) = efi.|a,d,c,d,r|., wo r=z=df,B 


ist. 
Eben so findet sich 
zaB (cbC)D(xeE)F — 0 
für die Puncte 
a, b, BC, BDa(DCb), e, 
2.) die ich mit 


u, u, 


bezeichne, und aufserdem für die vier Puncte 
(f,g) = DEe.[a,b,c,d,r, wo r= DEDB, 
h,ı)z= 


: FEe.|a,b,c,d,s,. wo s=z 
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a 


Ferner wird 





zaBb,(cb)(wzeE)F — 
für die Puncte 
a, b, bb,B, ab,E, e, BE, beEb,Ba‘be)*). 
(3.) /die nach der Reihe durch 
Te FE 
bezeichnet werden sollen, und aufserdem für die zwei Puncte 
(h,ı) = EFe.[a,b,c,r,s, wo r=BF, s = ab. 
Sodann wird 
zaBb, (zb) d, ExF — 0 
für die Puncte 
a, b, bb,B, d,b,Ba(bd,), bd,E, ab,E, BE, 
(4.) /die ich nach der Reihe mit 
| a rt 
bezeichne, und aufserdem für die Puncte 
(hi) F.[a,b,c,d,r,, wo r= EFdB. 


Ferner ist 


zvaBb,CxD(xeE)F — 


ri 


für die Puncte 
a, BU, ab,C, DCb,BaD, e, DE, efCb,aB(ef), 
(9.) (die der Reihe nach 
u 4, a, ri 
bezeichnen sollen, und aufserdem für die zwei Puncte 


h,:) = FEe.|ja, b,c,d,r, wo r= DE. 


J 


*) Die vier Puncte d...y in (3.) erfolgen so. Nach ($.2.) wird wabb (zb) (vekE)=V, 
wenn vaBb (reE)=0 und wb(weE) =d ist. Man kann dafür (nach 12. ) zabb, Eer = 0 
und vdker—=0 schreiben. Das Letztere giebt (nach 9.) x entweder inE, oder in eb 
liegend. Dem Ersteren wird (nach 8.) unter andern durch die Puncte BE, ab, E und e 
genügt. Also sind BE und ab, E die Durchschnitte von E mit dem Kegelschnitlt .r aBb, ker=0. 
Eben so ist e einer der Durchschnitte von eb mit pr Kegelschnilt. Um den andern 
zu finden, nehme man x in eb an, so ist e. also, Dies in die Gleichung des 
Kegelschnitts gesetzt, ergiebt sich ab Ecb —0, oder (nach 12.), beEb, bax =, 
d. h. „x liegt in der Geraden beEb, Ba, aber auch in de, also ist v= heEb, Ba(be). 





*#) Die Puncte e, f, y erfolgen so. Nach ($. 2.) ist zabb (wb)d, Er=0, wenn 
vabb (sb)dx=0 und Er—=0 ist. Die erstere Gleichung kann auch cb(xaBb, )d, x =0 
geschrieben werden. Sie drückt (nach 9.) aus, dafs entweder .r in 1 ba, liegt, oder dafs 
wvabb, = ist, d.h. x in D oder in «db, liegt; also erhält man a = den Durchschnilten 
dieser drei Geraden mit der Geraden E, folglich =bd,kE, BE, a ,E. 
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Endlich ist 
vaBb,CxDe, Ext — 0 
für die Puncte 
a, BC, ab,C, DCb,BaD, DE, 
ad die ich mit 
(6.) 
> id, 
bezeichne, und aufserdem für die vier Puncle 
Sy) =Ela,b,c,co,r, wc o29{rz=bcaB, 
A,ı)=F.f[a,b,c,d,s, wo s=FE«D. 
In jedem dieser sechs Fälle giebt es also neun Puncte, welche, statt 
x gesetzt, das betreffende Product gleich Null machen. 


$. 4. 
Die besonderen Beziehungen ın der Lage der neun in ($. 3.) gefundenen Puncle 
für jeden der 6 Fälle zu finden. 

Die in ($. 3.) gefundenen neun Puncte haben in jedem der sechs Fälle 
die Beschaffenheit. dafs sich um sie eine bewegliche Curve dritter Ordnung 
schlingen lälst. In der That haben jene Producte entweder die Form OF 
[im 2ten bis 6ten Falle], oder die Form yf, [im ersten Falle], wo @ oder y 
den Factor x dreimal enthält. Fügt man nun zu QF eine constante Gerade &@ 
als Factor hinzu, die nicht mit F" zusammenfällt. so drückt die Gleichung 

OFG — 0 
(nach der Formel 6.) aus, dafs x einer Curve dritter Ordnung angehört. Diese 
Curve enthält offenbar die neun Puncte, welche das Product @F’ gleich Null machen. 
Alle übrigen Puncte jener Curve geben, in Q statt = eingeführt. eine Gerade. 
welche die Gerade F' in dem Punct #'G schneidet. Läfst man nun die Gerade @ 
in eine beliebige andere Gerade @’ übergehen, welche # in einem von FG 
verschiedenen Puncte trifft, so drückt die Gleichung QF’@ eine Curve dritter 
Ordnung aus, welche sich um dieselben neun Puncte schlingt. Alle übrigen 
Puncte dieser Curve geben, statt x in Q eingeführt, eine Gerade, welche die 
Gerade F' in dem Puncte #@’ schneidet, also in einem andern Puncle, als 
wenn man in Q die Puncte der ersten Curve einführt. Beide Curven haben 
also aufser jenen neun Puncten keine Puncte gemein, und man erhält also 
eine bewegliche Curve dritter Ordnung, die sich um jene festen neun Punete 
schlingt. Dasselbe ergiebt sich in dem andern Falle. wenn man yf, mil einem 
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Puncte g, eombinirt. und dann entsprechend verfährt. Also haben in allen 
sechs Fällen die gefundenen neun Puncte die angegebene Beschaffenheit. 

Ferner liegen in jedem der einzelnen sechs Fälle mindestens drei von 
den neun Puncten in gerader Linie. So z.B. tiegen in dem ersten Falle, 
wie sich unmittelbar aus den Formeln in ($. 3, 1.) ergiebt, e, f, g in der 
Geraden ed, und e, A, 2 in der Geraden ef,. Es wird genügen. Dies für die 
einzelnen Fälle übersichtlich zusammenzustellen. 

„In gerader Linie liegen: 


In 1. die Puncte e, f, y und ebenso e, Ah, :. 


In 2. - er Pa AD -  e,h,.. 
In 3. - - e,b,4 - -  e,h, ii. 
n 4 - ur mu #6 me -  e,d, b. 
In 5. - - e,f,9 - -  e,h,\i. 
In 6. - ne 


Es ist bekannt, dafs wenn von neun Puncten, um welche sich eine be- 
wegliche Curve dritter Ordnung schlingen läfst, drei in gerader Linie liegen, 
die sechs übrigen in einem Kegelschnitt liegen müssen. Also giebt es in den 
ersten fünf Fällen jedesmal zwe2 Kegelschnitte, in welchen sechs der neun Puncte 
liegen müssen, in dem letzten giebt es einen solchen. Diese Beziehung mufs 
also durch die obigen Formeln gleichfalls ausgedrückt sein. Doch ist es nöthig, 
zu bemerken, dafs dieselbe durch die oben dargestellten Beziehungen schon 


mitbedinot ist. 


6. 5. 
Wenn beliebige neun Puncte gegeben sind, welche die in ($. 4.) bezeichnete Lage 
haben, die Producte der in ($. 3.) dargestellten Formen zu finden, welche für 
diese neun Puncte verschwinden. 

Es seien a, b,.... 2 die neun gegebenen Puncte, welche der Bedingung 
unterworfen sind, dafs sich um sie eine bewegliche Curve dritter Ordnung 
schlingen läfst. Hierzu tritt im ersten Falle die Bedingung hinzu, dafs e so- 
wohl mit f und g, als auch mit A und 2, in gerader Linie liege. Dann kommt 
es im ersten Falle nur darauf an. 3, db,, d,, fi so zu wählen, dals den 
Gleichungen in ($. 3, 1.) genügt wird. Ja, da durch acht jener neun Puncte 
bekanntlich schon immer der neunte bestimmt ist, so kommt es nur darauf an. 
die Gleichungen für acht Puncte zu erfüllen, indem dann die Gleichung, durch 
welche der neunte Punct bestimmt ist, schon immer von selbst erfüllt werden 
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mufs. Man wähle zu dem Puncte, der unberücksichtigt bleiben soll, den Punct y. 
Dann sagt die Gleichung, durch welche der Punct e in ($. 3, 1.) bestimmt ist, 
nämlich e = bb, B, aus, dals ce sowohl in 56, als in B liegt; oder, anders aus- 
gedrückt, dafs ded, und eB Null sind. Die Gleichung d == d,b, Ba (bd,) sagt 
aus, dafs d in der Geraden d,d,Ba und in dd, liegt, d.h., dafs d,d, Bad 
—bd,d—=0 sei, oder, anders geschrieben (nach Fall 12.), dals daBd,b, 
und ddd, Null sind. Die Gleichung f==ed,B drückt aus, dafs efd, und fB 
Null sind. Diese Ausdrücke, welche hiernach Null sind, in angemessener 


Ordnung zusammengestellt, sind: 
bdd,, ceB, beb,, 
efd,, [fB, daBd,b.. 

Aus dem Verschwinden der senkrecht unter einander stehenden Aus- 

drücke folgt sogleich 
d, zbd(ef), B=cf, b, = daBd, (be). 
Ferner drückt die Gleichung (A, e) = ef,.[a,d,c, d,r| aus, dals A und 
in der Geraden ef, und in dem durch die Puncle «a, db, c, d, r gelegten Kegel- 
schnitte liegen, oder, anders ausgedrückt, dafs der Punct f, in der durch die 
drei Puncte e, 4, 2 gehenden Geraden und der Punet x in dem durch die sechs 
Puncte «, db, ce, d, A, ı gehenden Kegelschnitte liegt. Dafs nämlich diese 
6 Puncte in einem Kegelschnitte liegen müssen, ist nach ($. 4.) schon in der 
Bedingung eingeschlossen. dafs die andern drei Puncte e, f, y in gerader 
Linie liegen. Endlich, die Gleichung r = d,f,B drückt aus, dals r in der 
Geraden d,f, und in der Geraden 3 liegt. Da r sowohl in B als in dem 
Kegelschnitt [«, d, c, d, A] liegt, so wird es in einem der Durchschnitte beider 
liegen müssen. Der eine dieser Durchschnitte ist, da B==ef ist, e, also ist r 
der andere, d.h. es ist 
(e,r) =B.[a, b, ce, d, 4A]. 
Dann geben also die beiden noch übrigen Bestimmungen, dafs f, in d,r und 
und in eh liegt, 
fi = dır(eh). 

Es ist daher jetzt 3, db,, d,, fı so bestimmt, dafs alle Gleichungen in 
($.3, 1.), vorläufig mit Auschlufs der Gleichung y== ed, (ab,), erfüllt werden. 
Setzt man demnach diese gefundenen Werthe in das Product zaBb, (ah) d,(zec)fi. 
so wird dasselbe für die acht Puncte z=«...f, A, ® gleich Null gemacht, 
also auch durch den Yten Punct g; und die Aufgabe ist für den ersien Fall 
gelöset. Es reicht daher die Anzahl der Gleichungen in ($. 3, 1.) gerade 
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zur Bestimmung der sieben constanten Factoren des Producis hin. Man er- 
wäge. dafs jede Bestimmung eines Puncts (oder einer geraden Linie) durch 
zwei Zahlengleichungen in (8.3. 1.). durch welche die neun Puncte bestimmt 
wurden. achtzehn Zahlengleichungen einschliefsen. Da jedoch durch acht 
Punete schon der neunte bestimmt war, so braucht man nur sechzehn dieser 
Gleichungen zu berücksichtigen. Unter diesen Gleichungen sind aber zwei, 
nämlich die, welche ausdrücken, dafs e, f, 9, und eben so e, A, i, in gerader 
Linie liegen. in den Bedingungen der Aufgabe eingeschlossen; es bleiben daher 
noch vierzehn Zahlengleichungen zu berücksichtigen. Dasselbe gilt in allen 
übrigen Fällen. mit Ausnahme des sechsten, wo nur die Puncte e, f, g in 
serader Linie liegen sollen, also funfzehn Gleichungen übrig bleiben. Jene 
14 Zahlengleichungen reichen nun in unserem Falle zur Bestimmung der sieben 
eonslanten Factoren des Produets gerade hin. Dasselbe gilt für den dritten 
und vierten Fall, da hier auch nur sieben constante Factoren in dem Producte 
sich zeieen. Hingegen in dem zweiten und fünften Falle erscheinen acht 
eonstante Factoren. und es bleiben also hier noch zwei Bestimmungen will- 
kürlich. Im sechsten Fall endlich kommen gleichfalls acht constante Facloren vor, 
aber funfzehn Zahlengleichungen: also bleibt hier nur eine Bestimmung will- 
kürlich. Diese Bemerkung möge zum Leitfaden bei der Lösung der folgenden 
Aufgaben dienen. Im zweiten Falle bleiben zwei Bestimmungen willkürlich. 
Aus den Gleichungen für e und d in ($.3. 2.) erhält man dann folgende 
vier Ausdrücke gleich Null: eB, eC, daBD, dbDC. Ferner sagt die Gleichung 
(fg DEe.|a,b, ec, d,r) aus. dals DE in der durch e, f, y gehenden 
Geraden liegt. und dafs r in dem durch die sechs Puncte «a, db, ce, d, f, 9 
schenden Kegelschnitt liegt. Die zugehörige Gleichung r = DELB drückt 
aus. dals z in B liegt. und DE in br. Nimmt man nun die Gerade B, für 
welche nur die Bestimmung da war, dafs sie durch e gehen soll, willkürlich 
durch e an, so ist der Punct », als zweiter Durchschnittspunet der Geraden B 
und des durch a, b, ce, d, f, 9 gehenden Kegelschnittes bestimmt, d.h. es is! 
(s,r) = B.[a, b, c, d, f. 
Dann ist DE bestimmt. nämlich = rb(ef). Da nun D durch diesen Punct 
und den Punct daB geht. so ist auch D bestimmt. und dadurch wieder €, 


nämlich 


D = rb(ef\(daB), C = dbDe. 
Nimmt man noch die Gerade E willkürlich durch den Punct rb(ef)) an. so 
sind durch diese Annahme die bisher betrachteten Gleichungen aus ($. 3, 2.) 
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erfüllt. Ferner die Gleichung (A, 2)= FEe.|a, b, c, d, s| sagt aus, dals FE 
in der durch e, 4, 2 gehenden Geraden, und s in dem durch die sechs Puncte 
a,b, c,d, Ah, gehenden Kegelschnitt liegt. Endlich sagt die Gleichung 
s==DFbB aus, dafs s in B und in DFb liegt; das letztere läfst sich so 
ausdrücken: dafs F' in sdD liegt. Mithin erhalten wir 
ec, s)==B.[a, db, c, d, A), FE vehE(bsD): 

wodurch nun alle Gleichungen in ($.3, 2.) erfüllt sind und die Aufgabe für 
den zweiten Fall gelöset ist. 

Im dritten Falle liegt (nach $. 4) der Punet e sowohl mit 5 und g in 
gerader Linie, als auch mit 4% und ?. Daraus folgt (nach $.4.) dafs die vier 
Puncte a, e, d, f sowohl mit 5 und y in einem und demselben Kegelschnitt 
liegen, als auch mit A und ©, wenn, wie vorausgesetzl wurde. @...2 neun 
solche Puncte sind, um die sich eine bewegliche Curve dritter Ordnung 
schlingen läfst. 

Ich werde nun von den Gleichungen in ($. 3. 3.) die Gleichung für y 
ganz unberücksichtigt lassen und aus der Gleichung für f nur die Bestimmung 
aufnehmen, dafs f in B liegen soll. Danı geben die Gleichungen für e und d: 

— beb, =ceB = adh, = dE; 
woraus man, da auch f in B liegt, 
= ef, b, =belad),, dE = 0 
erhält. Die Gleichung (4,2) = EFe.|a, b, c,r,s]| drückt aus, dafs KF in 
der durch e, % und 2 gehenden Geraden, und dafs die Puncte r und s in dem 
durch die fünf Puncte a, db, ce, Ah, ? gelegten Kegelschnitt liegen. Die hie- 
zugehörigen Gleichungen r = BF, s= ab, F' sagen aus, dafs r in B, s in 
ab, liegt. und F' durch die Puncle r und s geht. Man erhält also: 
(e,r)==B.[a,b,c, h,:l, (as) ab.|a,b,c,h,i:ı]l. Ezers. 
Endlich bestimmt sich E dadurch, dafs es durch den Punct d geht und &F 
in eh liegt, d.h. E& in eAF'; also ist 
E = ehFd. 
Hierdurch sind alle Constanten des Products zuBb,(xb)(veE)F bestimmt; 
und zwar so, dafs dies Product für die Puncte a, b, ec, d, e, A, © gleich Null 
wird» Bezeichnet man die beiden übrigen Puncte, für die jenes Product Null 
wird, für den Augenblick mit f’ und g’, so mufs nach den Formeln ($. 3, 3.) 
einer derselben, z.B. f’, in B=cf liegen, der andere g', in eb; und dann 
mufs nach ($. 4.) f’ mit a, e, d, h, © und mil a, e, d, b, g’ in einem Kegel- 
schnitte liegen. Es wird also f’ dadurch bestimmi. und zwar auf gleiche Weise 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLIV. Heft 1. 3 
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wie /f, nämlich: 


sNn=(,f!}—B.la e,d,h,i], 





und eben so: 
b, 9) (b, y)=eb.[a, e, d, b.f. 
Also wird jenes Produet für die neun gegebenen Puncte gleich Null und die 
Aufgabe ist auch für den dritten Fall gelöset 
Die Lösung der Aufgabe für die übrigen Fälle hat nun keine Schwierig- 
keiten. und es wird genügen, die Formeln zusammenzustellen. Der Übersicht 


weeen füse ich auch die Formeln für die ersten drei Fälle hinzu. 


F bd(ef), B==ef, b,=:daBd, (be), (cs, r)—=B.l[a, b, c, d, A], 
Kr fi zdır(eh). 
(2) .B* 20, (vrn=B.ladb,c,d, fl, (3s)=B.[a, b,c,d, A], 


ID=rb(ef)(daB), Ü=dbDe, rb(ef)E*—0, F=ehK(bsD). 
3) (Bef, b, zbelad), (e,r) =B.|a,b, ec, h,e], (a,s)=ad.|a, b,c, h,:], 
* IEF=rs, E == ehFt. 

\B==eg, b, = beiaf), Kzyf, dh=adBb,(bd), (,r)=B.|a,b,c,d,h]. 
(4) Ferd,Eihi) 

_ hB*--0, U be, D=df,b, =daB (DU) (ac), (d,r)=D.|a, b,c,d, h], 
9.) VrEs—0, F=ehEr. 

(‚B* 0. C=be, D-=de, E=ef, b,=daB(DC)(ac). 

(6.) \b,r) =B.la,b,c,f,g], (r,e,) erb,.[a,b,e,f,g]. (d,s) = M.|a,b,c,d,h], 

IF=sc, Eh. 

Es ist nur noch zu bemerken, dafs in den drei letzten Fällen die 
Formeln so gebildet sind, dafs in (4.) der Punet e, in (9.) der Punct y, in 
(6.) der Punet 2 als derjenige gewählt ist, welcher unberücksichligt bleibt. 
Die Art. wie derselbe aus den übrigen acht Puncten bestimmt ist, ergiebt sich 
leicht aus den in ($. 4.) für die einzelnen Fälle gestellten Bedingungen. 
Nämlich im vierten Falle liegt e sowohl mit g und f, als mit 5 und d in 
gerader Linie; mithin ist dann e== yf(bd). Im fünften Falle liegt (nach $. 4.) 
y in der Geraden ef und in dem durch a, 5, ce, d, f gelegten Kegelschnitt. 
also ist dann 

BR 9) = ef.la, b, e, d, f. 
Im letzten Falle endlich liegt 2 (nach $.4.) in dem durch «a, d, c, d, h ge- 


*) Diese Gleichungen sollen ausdrücken, dafs die Gerade, die den letzten Factor 
bildet, vwillkurlich durch den Punct, mit dem sie multiplieirt ist, gelegt werden kann. 
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legten Kegelschnitt, und (nach $.3.) zugleich in der Geraden F'\, die durch 4 


eeht. also ist 
(h,:) = F.|a, b, e, d, h]. 

Es ist leicht, nach den sechs Formelgruppen die Construclionen aul 
dem Papiere auszuführen, indem alle die Formeln nur Symbole für geome- 
trische Gonstructionen sind. Auch leuchtet unmittelbar ein. dals sie sich alle 
blofs mittels des Lineals machen lassen. Denn wo dort auf die Durchschnitte 
einer Geraden und eines Kegelschnilts zurückgegangen wird. ist der eine 
dieser Durchschnitte schon immer bekannt. Es werde z.B. der Punct x in 

(a,x2) = uf.|a, b, ec, d, e]. 
gesucht, so hat man, wenn man das mystische Sechseck «uwbede beschreibt. 
nach dem Pascalschen Satze sogleich 

0 — be(ea)|ed.ax](de)b.r. 
Hier kann man statt «w die Linie «f setzen, da nach der Annahme z in af 
liegen soll. Dann drückt die gefundene Gleichung aus, dals = auch in der 
Geraden be(ea)|ed.af](de)b liegt, also hat man 

x == be(ea)|ed.af |(de)b(af'). 

Die wirkliche Ausführung der Gonstruclionen nach der obigen Formeln- 
tafel ist von wesentlichem Nutzen: doch habe ich nicht die zugehörigen Figuren 
beigefügt. weil es wesentlich ist, die allmälige Fortschreitung der Construction 
zu verfolgen, welche in einer gezeichnet vorliegenden Figur doch immer 
verschwindet. 

Vermöge der erlangten Resultate läfst sich nun die Erzeugung der 
Curven vierter Ordnung auf die einfache Aufgabe zurückführen: die Pro- 
jectivität zwischen zwei Strahlenbüscheln, oder zwischen einem Strahlenbüschel 
und einer Geraden, durch ein planimetrisches Product darzustellen. 


S. 6. 

Die Projectivität zweier Strahlenbüschel durch ein planimetrisches Product darzustellen. 

Es seien drei Strahlen P,, P,. P, (Fig. 5), die durch einen Punct f, 
gehen, und drei ihnen entsprechende Strahlen #,, Za, L,. die durch einen 
Punct A gehen, gegeben. Bekanntlich wird durch drei Paare entsprechender 
Strahlen die Projeetivität zweier Strahlenbüschel bestimmt. Es seien 4. &, & 
die Durchschnittspuncte jener drei entsprechenden Strahlenpaare. Liegen nun 
I. ,, l, in einer Geraden @, so ist L, = P,@k, für die Indices a=1, 2, 3. 
und die beiden Strahlenbüschel sind perspectivisch. Liegen aber lı. L;, 1, nicht 


ur 
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in gerader Linie. so selze man 4, =@, 4W,=H und L,P,:=g,. Dann 
ist offenbar 

L, P,@gq,Hk, 
für a 1.2.3; wie es der blofse Anblick von (Fig. 8) zeigt, und es ist unmit- 
telbar klar, dafs, wenn man noch beliebig viele Strahlen Z, durch f; zieht und das 
zugehörige P, durch die obige Gleichung bestimmt, L, und P, entsprechende 
Strahlen zweier projectivischer Strahlenbüschel werden. Also ist die Aufgabe 


gelöset. 


$. 7. 
Die Projectivität eines Strahlenbüschels und einer Geraden durch ein planimetrisches 
Product darzustellen. 


Auch diese Projectivität wird bekanntlich durch drei Paare entsprechender 
Elemente bestimmt. Es seien p,, ?,, 9, drei Puncte einer Geraden F', und 
L,. I., 4, drei Strahlen durch einen Punct %. Man verbinde pP,» P2> Ps 
mit einem beliebigen Puncte a, so erhält man drei Strahlen, die wir P,,P,, P, 
nennen wollen. Dann lassen sich nach ($. 6.) zwei Linien 3 und D und ein 
Punet e von der Art finden, dafs für die Indices a == 1, 2, 3, jedesmal 
1, P,BeDk ist, also L, = p,aBeDk. 

Nimmt man überhaupt einen beliebigen Punct p in der Geraden F’ an 
und selzt J, == paBeDk, so sind p und Z, entsprechende Elemente der 
punctirten Geraden #’ und des Strahlenbüschels 4, während p, und L,, pP: 
L,, p,; und Z, entsprechende Elemente derselben projectivischen Gebilde 
sind. Nun lassen sich in der Geraden F' stets zwei Puncte finden, welche in 
den ihnen entsprechenden Geraden liegen. Man hat nämlich für einen solchen 
Punet » nur die Gleichung paBeDkp —=0 zu erfüllen. Diese giebt, als Ort 
des Punels », einen Kegelschnitt; mithin sind die Puncte, in welchen dieser 
Kegelschnitt die Gerade F' schneidet, die gesuchten Puncte. Es können diese 
Puncte imaginär sein. aber da die Constructionen mittels imaginärer Puncte 
stets nach einem allgemeinen Verfahren ohne Schwierigkeit auf Constructio- 
nen mittels reeller Puncte sich zurückführen lassen, so braucht man auf 
diesen Fall keine besondere Rücksicht zu nehmen. Es seien nun jene beiden 
Puncte p, und »;. Dann sind Z,=Ap, und L,== kp, (Fig. 9). Nun ziehe 
man durch p», eine beliebige Gerade @ und setze Gl,p;L, == 9ı, So zeigt 
der blofse Anblick der Figur, dafs L,=p,gı @k ist, für a=3, 4. 5; also 


a — 





gilt diese Gleichung auch für jedes Elementenpaar, welches mit diesen drei 
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Paaren projectivisch ist, mithin auch für die Elementenpaare L, und p,. L, 
und 7, d.h. es ist 

L., ze Pyı @k, 
auch für die Indices a—=1,2, 3, und die Aufgabe ist gelöset. 


$. 8. 
Erzeugung der Curven vierter Ordnung durch die in ($. 1.) dargestellten Bewegungen. 

Ich erinnere hier.an einen Satz, den ich in einer früheren Abhandlung 
(Band 42. S. 207) für Curven nter Ordnung bewiesen habe und welcher 
für Curven vierter Ordnung folgendermafsen lautet: 

„Wenn man durch drei Durchschnittspuncte einer Curve vierter Ord- 
nung und einer Geraden eine Curve dritter Ordnung legt. so schneidet 
sie die erstere aufserdem noch in neun solchen Puncten. durch welche 
sich eine bewegliche Curve dritter Ordnung legen läfst. Diese schneidet 
die Curve vierter Ordnung aufserdem in drei Puncten, welche in einer 
beweglichen, um einen festen Punct dieser Curve rolirenden Geraden liegt.” 

Die Bedingungen, welche wir in ($. 4.) für die neun Puncte «...? 
aufstellen, waren: erstens, dafs sich um sie eine bewegliche Curve dritter 
Ordnung schlingen lasse, und zweitens, dafs im sechsten Falle drei Puncte 
in gerader Linie liegen, in den übrigen Fällen ein Punct (e) mit zwei Puncten- 
paaren in geraden Linien liege. Der Symmetrie wegen kann man annehmen, 
dafs auch im sechsten Falle e, % und 2 in gerader Linie liegen. also e sowohl 
mit f und y, als mit 4 und ? in gerader Linie liege. 

Nun lassen sich in jeder gegebenen Curve vierter Ordnung 42, nach 
dem angegebenen Satze stets neun solche Puncte finden. welche diesen Be- 
dingungen genügen. Nämlich, man nehme in der Curve “2 einen beliebigen 
Punct e an, ziehe von ihm zwei (kerade, und wähle auf jeder, unter den drei 
Puncten, in welchen sie die Curve aufser e noch schneidet, zwei Puncte aus; 
durch diese zwei Punctenpaare, durch den Punct e und durch drei der Durch- 
schnittspuncte einer dritten Geraden Z, mit der Curve, lege man eine beliebige 
Curve dritter Ordnung hindurch, so schneidet dieselbe die Curve 2 noch in 
vier Puncten, welche mit e und den zwei Punctenpaaren, die in den von e 
vezogenen Geraden liegen, zusammen neun Puncte bilden, die allen in ($. 4.) 
aufgestellten Bedingungen genügen. Es läfst sich also vermöge der Constructio- 
nen in ($.5.) stets ein Product finden, welches verschwindet, wenn der darin 
vorkommende Factor z mit irgend einem jener neun Puncte zusammenfällt, 
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und welches eine beliebige der dort angeführten sechs Formen hat. Dies 
Produet stellt in dem ersten der sechs Fälle eine variable Gerade vor. die 
durch den festen Punet fi geht und die wir in der zugehörigen (Fig. 1) mit 
P bezeichnet haben; in den übrigen fünf Fällen stellt jenes Produet einen 
variablen Punet vor, der in der festen Geraden F liegt und den wir in den 
zugehörigen (Fig. 2 bis 6) mit » bezeichneten. In allen Fällen ist dies 
Produet in Beziehung auf x vom dritten Grade. Der Ort derjenigen Puncte «r, 
welche, in das Produet eingeführt, demselben einen »-constanten Werth geben, 
ist eine Curve dritter Ordnung, welche sich um jene neun Puncte schlingt. 
In der That: soll das Produet » mit einem constanten Puncte p, (in F') zu- 
sammenfallen, und ist P, eine beliebige durch p, gezogene conslante Gerade. 
so hat man die Gleichung 
»P, = 6, 

welche eine Curve dritter Ordnung als Ort von x darstellt. und welche aus- 
drückt, dafs » in den Durchschnittspunet p, von P, und F' fällt. Stellt man 


sich drei solcher Punete p,. 7». p; in #' vor, so erhält man drei Curven 


dritter Ordnung, welche sich um jene neun Puncte #... 2 schlingen und deren 
übrige Puncte, statt x in » eingeführt, » beziehlich = p,. p;, p; machen. 


Nach dem zu Anfange dieses Paragraphen angeführten Satze schneidet jede 
dieser drei Curven die gegebene Curve (2 noch aufserdem in drei Puncten, 
die in gerader Linie liegen. Es werde diese Gerade. in Hinsicht auf die 
drei Curven. beziehlich mit Z,. /». L, bezeichnet. Diese drei Geraden 
schneiden sich, nach demselben Satze, in einem festen Puncte der gegebenen 
Curve. Es sei = der feste Punet. Dann hat man drei Puncte p,. p;, pP in 
der Geraden F und drei ihnen entsprechende Geraden Z,, Z,, L, durch 
den Punet A, und kann also nach ($.7.) eine Gerade @ und einen Punct g, 
von der Art finden, dafs L, = p,yı@k ist, für die Indices a = 1,2, 3. 
Nun ist die Gleichung 

P.Yyıakx —= 0, 
nach Formel (6.),. die Gleichung einer von x beschriebenen Curve vierter 
Ordnung. Dieselbe hat mit (2 gemein: erstens die neun Puncte «@...?», 
welche, stalt .r gesetzt, das Product » gleich Null machen; ferner der Punct 4, 
und endlich die neun Puncte. in welchen die drei Geraden Z, die Curve 42 
aufser e noch schneiden; denn für diese Puncte verwandeln sich nach dem 
Obigen p in p,., also wird dann Z, = p,Yyı@k, und da x in Z, liegt, so wird 
P.yı@kz = Ö; 
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A * 


d. h. es sind diese neun Puncte auch Puncte der durch die letzle Gleichung 
dargestellien Curve. Also hat diese Curve mit (2 schon neunzehn Puncte 
gemein, und schon 4°-- 1 —= 17 genügen allgemein zur Bestimmung einer Curve 
vierter Ordnung. Also ist die durch die obige Gleichung dargestellte Curve 
mit der gegebenen Curve 42 identisch. 

Wir haben somit die Erzeugbarkeit aller Curven vierter Ordnung durch 
die in den Formeln (2. bis 6. $. 1.) dargestellten Bewegungen nachgewiesen. 
In der ersten jener Formeln ist das Produel, bis zum Factor fi hin, eine 
variable. durch den Punet fi gehende Gerade, die wir mit JP° bezeichneten. 
Soll P mit einer constanten Geraden P, zusammenfallen, und ist p, ein be- 
liebiger. von /, verschiedener, constanter Punct dieser Geraden, so hat man 
die Gleichung 

Po, = 0, 
welche eine Curve dritter Ordnung als Ort von x darstellt, und welche aus- 
drückt, dafs die Gerade P durch den Punect p, geht, d.h.. da P auch durch 
fı geht. mit der Geraden pi =P, zusammenfällt. Stellt man sich drei solche 
Geraden P,. P,, P, vor, welche durch /; gehen, so erhält man drei Curven 
dritter Ordnung, welche sich um diejenigen neun Puncte @...? schlingen. 
die P gleich Null machen, während die übrigen Puncte jener Curven, statt 
xz in P eingeführt, diesem beziehlich die drei Werthe P,. P,, P, geben. 
Diese drei Curven schneiden wieder die Curve 42 in je drei Puncten, welche 
beziehlich in drei Geraden Z,, Z,, L, liegen. während diese drei Geraden 
sich in einem und demselben Puncte A der Curve 42 begegnen. Nun lassen sich 
nach ($. 6.) stets zwei Gerade @ und Zi und ein Punct y, von der Art finden. 
dafs P,@y, Hk=L, wird, für a=1,.2,3. Sind @, y,,. H auf diese Weise 
bestimmt, so ist die Gleichung 
PGy, Hkx == 0) 

die einer von & beschriebenen Curve vierter Ordnung, welche mit der Curve 42 
erstens die neun Puncte @...i gemein hat, welche statt x gesetzt, das Product P 
verschwinden machen; ferner hat man den Punct %, und endlich die neun Puncte, 
in welchen die drei Geraden Z,, die Curve (2, aufser dem Puncte e, noch 
schneiden. Das giebt neunzehn gemeinschaftliche Puncte: also fallen beide 
Curven zusammen, und es ist die Erzeugbarkeit der Curven vierter Ordnung 
durch die in ($. 1, 1.) bezeichnete Bewegung gleichfalls dargethan: folglich 
ist der Beweis des an die Spitze gestellten Satzes vollendet. 
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&. 9. 
Vereinfachung der in ($.8.) angegebenen Construction. 

Die im vorigen Paragraphen gefundene Construction der Constanten 
wurde durch drei Curven dritter Ordnung vermittelt, und zwar durch die Durch- 
schnitte dieser Curven mit der gegebenen Curve vierter Ordnung. Es lassen 
sich nun leicht diesen Curven dritter Ordnung gerade Linien substituiren, in- 
dem man die Curven drilter Ordnung in drei gerade Linien zerfallen läfst, oder 
wenigstens in eine Gerade und einen Kegelschnitt. Die erste Curve drilier 
Ordnung. die wir anwandten, legten wir durch acht Puncte der gegebenen 
Curve vierter Ordnung 42, von denen drei in einer geraden Linie Z, lagen 
und vier paarweise auf zwei durch den achten Punet (e) gelegten Geraden 
vertheilt waren. Es lassen sich diese acht Puncte insbesondere so legen, dafs 
sich durch sie eine in drei gerade Linien zerfallende Curve dritter Ordnung legen 
läfst. Man ziehe zu dem Ende von einem Punct e der Curve (2 zwei Gerade 
M und N, wähle von den übrigen drei Durchschnittspuncten dieser Geraden 
mit 42 auf jeder zwei Durchschnittspuncte aus, ziehe durch die so gewählten 
vier Puncte zwei neue Geraden Q und R, deren jede 42 noch in zwei 
Puncten schneidet; durch 2 dieser 4 Durchschnittspuncte lege man eine von 
den vorigen verschiedene Gerade Z,. welche wiederum die Curve 2 noch 
in 2 Puncten schneidet; einer derselben sei 4, durch den andern lege man 
eine zugleich durch e gehende Gerade S: so ist der Verein der drei Geraden 
0, R, S eine Curve dritter Ordnung, die durch acht Puncte von der vorhin 
vegebenen Beschaffenheit geht. Durch den Verein dieser drei Geraden werden 
dann die 9 Puncte @...? als Durchschnitte derselben mit (2 bestimmt. Dieser 
Verein kann zugleich als eine der drei durch «...2 geschlungenen Curven 
dritter Ordnung gesetzt werden (wir selzen sie statt der ersten jener drei 
Curven). Ferner sei « ein beliebiger Punct der Geraden M, welche durch 
drei jener neun Punecte geht; doch werde x so gewählt, dafs es in keinen 
dieser drei Puncte fällt. Dann zerfällt offenbar die Curve dritter Ordnung, 
welche durch « und jene neun Puncte geht, in die Gerade M und in einen 
Kegelschnitt. Wir setzen diese zerfallende Curve dritter Ordnung als die zweite 
jener drei Curven. Wenn man dann den vierten Punct, in welchem M die 
segebene Curve 2 schneidet, mit 4 verbindet. so ist die Verbindungslinie 
diejenige Linie, die oben mit L, bezeichnet wurde. Verfährt man eben so mit 
der Geraden N, und setzt die daraus hervorgehende Curve dritter Ordnung 


als die dritte jener drei Curven, so erhält man durch eine entsprechende Con- 
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struclion die Gerade. die wir oben mit L, bezeichneten. Zu diesen drei 
Geraden L,. L,, L, finden sich nun leicht die entsprechenden Puncte (oder 
Geraden) p,, Ps, P; (oder P,, P,, P,), wenn man in das Product » (oder P) 
einen beliebigen Punct x einführt, welcher beziehlich in den Geraden G, M, N 
liegt. ohne jedoch mit einem der neun Puncte «...2 zusammenzufallen. 

So ist also die beabsichtigte Vereinfachung vollendet, und man sieht. 
wie alle Constructionen, selbst wenn die Curve 42 nicht gezeichnet ist. 
sondern nur 14 Puncte derselben gegeben sind. entweder miltels des Lineals 
ausgeführt werden können, oder doch von der Art sind, dafs sie höchstens 
auf die Lösung einer Gleichung zweiten Grades, also, geomeltrisch gesagt, aul 
den Durchschnitt einer Geraden und eines durch fünf Puncte gegebenen Kegel- 
schnitts zurückgeführt werden können. Die Durchschnittspuncte einer Ge- 
raden und eines durch fünf Puncte gehenden Kegelschnitts lassen sich aber. 
nach Sterner, mittels des Lineals und eines in der Ebene der Zeichnung 
angenommenen beliebigen festen Kegelschnitis (der jedoch nicht in zwei 
verade Linien zerfallen darf) ausführen. Also kann man mit diesen Hülfs- 
mitteln auch die festen Puncte und geraden Linien construiren, in denen sich 
in jedem der sechs Fälle die Geraden und die Puncte der veränderlichen 
Figur bewegen müssen, um eine durch vierzehn Puncte gegebene Curve vierter 
Ordnung zu erzeugen. 


Stettin im December 1851. 
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2. 


Zweiter Nachtrag zu der Theorie der analytischen 
Kaecultäten (Bd. 35 und 38). 


(Von Herrn Dr. Öttinger,, Prof. ord. an der Universität zu Freiburg im Breisgau.) 





Differentiale und Integrale höherer Ordnung und mit gebrochenen 
Exponenten. 


$. 1. 

Ein anderes Feld für die Anwendung der Facultäten eröffnet sich in 
der Darstellung der Differentiale und Integrale höherer Ordnung und mit ge- 
brochenen E.xponenten. Die Bedeutung der Facultäten in diesem Zweige 
der Mathematik zeigt sich besonders darin, dafs die Entwicklung dieser 
Dilferentiale und Integrale beinahe ausschliefslich nur auf Facultäten beruht; 
wie es sich in Folgendem zeigen wird. 

Hingedeutet auf diesen Gegenstand wurde schon von Leibnitz (Opp. 
omn. T. II. p. 105). wo er von Differentialen höherer Ordnung und mit 
gebrochenen Exponenten spricht und den Ausdruck Ö’y, jedoch ohne weitere 
Erörterung, anführt. An mehreren Orten des Commerce. philos. et mathem. T. 1. 


kommt Leibnitz auf diesen Gegenstand zurück, sagt p. 37, dafs 0” = /" 
sei und beschäftigt sich p. 99 mit der Darstellung der Ausdrücke 0” (xy) 
und & (zy), worüber Bernoulli p. 104 weitere Auskunft, namentlich für 
den Fall, wenn »n eine gebrochene Zahl ist, verlangt, worauf Leibnitz p. 107, 
jedoch nicht ganz genügend, antwortet, indem er den Werth von ö°x sucht. 
Für den Fall or a. findet er rl), während schon Kuler 


« | 2yx f N \ * 
er — —— (O2) angiebt. 
yıt 


Euler kommt auf die Darstellung des oben genannten Differentials 
(Comment. Acad. Petrop. od. an. 1730 et 1731, T. V. p.56) zurück, trägt 
es mit Hülfe bestimmter Integrale auf die Form 
„ Sör(—log.r)® 


rs 





0" (2) = (OT) Jox (— log. »)” 
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über und findet für n—4 und 20 bis r—=1: 


de = N), 


wenn A die Kreisfläche bedeutet, deren Durchmesser die Einheit ist. 





, 
202% 
A 


Nach ihm giebt Laplace (Theor. anal. de probab. p. 85 und 156) 
Formeln, welche bestimmte Umformungen der betreffenden Functionen voraus- 
seizen und so zur Darstellung der Differentiale und Integrale höherer Ordnung 
und mit gebrochenen Exponenten dienen. Auf die Untersuchung des Gegen- 
standes selbst geht er jedoch nicht ein. Eine andere Formel entwickelt Four:er 
(Theor. de la Chaleur p. 562 No. 422), ohne weitere Erörterungen daran 
zu knüpfen. Auch Zacroi.w hat sich in seinem Traite du cale. differ. et 
du cale. »ntegr. an einigen Orten damit beschäftigt, ohne jedoch mehr als das 
Bekannte wiederzugeben. 


Am Ausführlichsten hat sich in der neuern Zeit Liouvelle mit diesem 
Gegenstande befalsi. Seine Arbeiten finden sich im Journ. de lec. polyt. 
und in diesem Journal. In der Abhandlung: Sur le calc. des differ. a in- 
dices quelconques (Journ. de Üec. pol. T. XII. Cah. XXI. p. 71) hat er 
‘eine Theorie dieses Gegenstandes zu geben versucht. Ferner betrachtet er 
ihn in zwei Abhandlungen in demselben Bande, p. 1 und p. 163; dann weiter 
im 24ten und 25ten Hefte desselben Journals und im 11ten, 12ten und 13ten 
Bande dieses Journals. Auch im Journale von Liowvelle und in den Comptes 
rendues findet sich einiges hierher Gehörige. 


Ohne die genannten Arbeiten gekannt zu haben, zog der Gegenstand 
meine Aufmerksamkeit auf sich, und ich gebe hier die Resultate auf dem Wege 
an, wie sie mir begegneten. Liouville hat seine Theorie auf sehr künstliche 
Mittel gegründet, die gerade wegen ihrer Künstlichkeit nicht sehr befriedigend 
sein dürften. Dabei hat er manche sehr einfache Anhaltspuncte aufser Acht- 
und deshalb manche Lücken gelassen, die sich bei näherer Betrachtung leicht 
ausgeglichen hätten. Indem dieser Gegenstand auf die bezeichnete Weise hier 
behandelt werden soll, wird gehörigen Orts, und um die aufgestellte Behauptung 
zu rechlferligen, auf das von Liouville Übergangene hingewiesen werden. 


Die nachstehende Untersuchung beschränkt sich vorerst auf die Dar- 
stellung der Differentiale und Integrale höherer Ordnung und mit gebrochenen 
Exponenten der Functionen mit einer veränderlichen Gröfse, als der Grund- 


lage des Ubrigen. und dann mit Anwendung derselben auf zusammengesetzte 
4* 
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Funetionen; wie es in der Natur der Sache liegt. Denn erst durch Fest- 
stellung der Elemente ist der Übergang auf zusammengesetztere Gebilde möglich. 


$. 2. 





Es sei fx eine beliebige Function von x, so ergiebt sich für ihre 
Differentiale und Integrale 
. ‚« “ . » en . ofa Ö fx 
1. / v(OrX)". / (OL), +-- Siröx I, = ——,' 
( ) ' f , 2 f \ ) ’ / 2 / 2 or (0.r)? 
Orr  örfe 


(dr)"-1? (o.x)" 








(rehl man, von der rechten zur linken, von den Differentialen auf die Inte- 


orale über. so erhält man: 


Lan} 


Y 9 ® 2 n |. n Fr 
OX (or)“ , 2 7 (or) 














(2.) ofa : BETTER Br e fe fx ofr o’fır elta Fu oO" fx 
ul » (O.r)" (Ox)" -1 3 (Or)! ’ 7 


In umgekehrter Ordnung ist: 

’ w . j ? 'n—I » € \n—1l e « » ee » r 

(3.) / fc (0%) ” / Je (0r7)" J no Steöx, ft; / fe(0%) A 

u‘) ‘ Pe 1 N 1 Rr . Br { oo 
F fe (02), / E28, / fxz(02)”. 
Hieraus ergeben sich folgende gleichgeltende Formen: 
en I—nf» 
ee (e) A 
a) SS fer = E 


h or)" 
(5.) / fz(082)” = 


oO" fx 


(Ox)" ’ 





oder in Symbolen: 


(6.) / =)" ud / eh, 


D. h. eın Differential mit negativem Exponenten deutet ern Integral mit 
demselben Exponenten, und ein Integral mit negativem Exponenten 
deutet ein Differential an. 
IHiedurch ist der Zusammenhang der Glieder der Ausdrücke (1, 2, 3.) 
untereinander gegeben. Man kann unmittelbar von dem nten Differential auf 
das nte Integral und umgekehrt übergehen, wenn man in der entwickelten 


Darstellung für dasselbe (—n) statt (+-n) setzt. 

Die Gleichung (5.) stellt schon Lerbnitz (Commerce. epist. T.1. p. 37) 
auf. Der in ihr enthaltene Satz wurde auch als richtig angenommen und in 
keiner Weise in Frage gestellt. Wenigstens gingen auch Laplace und Fourier 
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bei der Entwicklung der von ihnen angegebenen Reductionsformeln von ihm 
als von einer unbezweifelten Basis aus; wie solches auch aus den vorstehenden 
Erörterungen hervorgehen wird; vorausgesetzt, dafs die gefundenen Ausdrücke 
es zulassen und dafs überhaupt nicht etwa beschränkende Bestimmungen in 
einzelnen besondern Fällen vorkommen. 

Hieran knüpft sich dann der weitere Schlufs, dals, wenn das Gesetz 
des Überganges von einem positiven zu einem negativen Exponenten und um- 
gekehrt gefunden ist, dafs dann dasselbe Gesagte auch für einen gebrochenen 
Exponenten und für diesen sogar dann gelte, wenn sich ein Geselz in seiner 
Besonderheit nur für einen positiven oder negativen Exponenten nachweisen 
läfs. Denn die gebrochenen Zahlen sind immer Zwischenglieder der van- 
zen. die als Hauptglieder einer Reihe zu betrachten sind. Ein Gesetz aber. 
welches von den Hauptgliedern gilt. mufs sich auch auf die Zwischenglieder 
ausdehnen lassen. 

Hiernach ist die Darstellung der Differentiale und Integrale mit 


ge- 
brochenen Zeigern in nichts von der Darstellung der Differentiale und Inte- 
grale höherer Ordnungen verschieden. sondern fällt mit ihr zusammen. Es 
handelt sich hier nicht um einen neuen Zweig der Mathematik. wie Jrowrille 
meint, sondern nur um die Ausbildung eines bestimmten und schon längst ge- 
kannten Theils der Differential- und Integralrechnung, nämlich um die Dar- 
stellung der sogenannten höhern Differentiale und Integrale der Functionen, der 
auch schon in die Lehrbücher der Differentialrechnung übergegangen ist und 
hie und da auch schon, jedoch nicht auf die von Leibnitz, Bernoulli u. A. 
angedeutete Weise, untersucht wurde, wovon die in der neuern Zeit mehrseits 
versuchte Darstellung der höhern Differentialquotienten Zeugnifs geben. 

Dafs die nähere Untersuchung des Gegenstandes nicht ohne Vortheil 
für die weitere Ausbildung der Differential- und Integralrechnung sein werde, 
ist leicht zu sehen. Es knüpfen sich an das Eingehen auf die Einzelnheiten 
Fragen, die sich zum Voraus nicht ahnen lassen. und deren Betrachtung nich! 
abgewiesen werden darf. 

Bezeichnet man das Differential und Integral mit gebrochenen Expo- 
nenten durch 





p 

fr 2 8 
(7.) -— und / ıfz(02)', 

(9.x)7 | 


) . . op . N 
wo = ein echter Bruch ist, so schliefst sich daran folgende Form: 
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rt r. r+ — 
und / ıfc(or) ', 


und man sieht, dafs jedes Differential und Integral mit gebrochenem Expo- 
nenlen zwischen das Intervall zweier ganzen Zahlen (r und r--1), die Null 








nicht ausgenommen, fällt. Entwirft man hiernach ein Schema, so ergeben sich 
folgende Ausdrücke: 




















/ pP 
nn „ır=. Pe. .p 
> or fr of o fx o’fx Oo’ fr 
a & uhr” u re ec 
(dx)9 (dx) 9 
ER i 
ST rfr Ort fe 
et ar? 
(dr) 9 


N . . r 2 ri MENEN „ j r 1- F 2 M ’ 
( 10.) LFI £, ıfr(or), fheöx; / "sfe(öx) 7 / fx (0x), 
*) . Pr x ır- « z r+ 2 ır1 F ” 
on / fx 02), / ıfe(or) qQ . / fe(ox)' MI 


Um nun zu der entwickelten Darstellung von (8.) zu gelangen, giebt 
es zwei Wege. 


a. Man geht durch die Intervalle der ganzen Zahlen aufwärts bis 


w n LT; 
o'fa Fe 0 ıfx 
man ZU oder / fetöx) gekommen ist, und dann auf ——— odeı 
IOE « e r+ — 
(or) 


ie - « r+- .. 
/ ‚fe(6x) ° über. 
| F | 
of. . u ZA 
oder re (or) über, und dann 





b. Man geht unmittelbar auf - 


(Ox)T 
durch die Intervalle der gamzen Zahlen fort, bis man zu 


/ 


8 Ifr + a ,tz 
Ed oder / "fz(ox) ° gelangt. 
(or) 9 

Dies führt auf zwei Entwicklungs - oder Ubergangs- Methoden und 
veranlaist folgende Fragen: 


Sind die beiden in (a. und 5.) angedeuteten Methoden. die wir durch 
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0 /ofr Oo’ Oo" fir 
(11.) AVers; und ul : ) 
(dx ya (O.r)9 


(12.) f' S Tetörr)(os und X Sfr)" )ie) 


andeuten, gleich, oder nicht? 

Welche mufs gewählt werden, wenn sie nicht gleich sind ? 

Der zunächst liegende Gedanke ist wohl, dafs beide Wege gleich sein 
werden. Die Untersuchung der einzelnen Fälle wird aber zeigen, dafs Dies 
nicht immer der Fall ist; wodurch die zweite Frage bedingt wird. 

Um hiebei eine weitere Stütze und Sicherheit gegen unrichtige Re- 
sultate zu erlangen, werden noch folgende Übergänge dienen, die sich aus 
(4. 5. 6.) rechtfertigen. Es ist 














(13.) a: - (nr, 
a) ram reden), 





15) Stetoey — ar ee), 
(16.) See) Bi SED) 0x yrtm, 


Ist nun r ein echter Bruch n so ergiebt sich aus (15. und 16.) 





Frech - Efron) f(E)ioer 


Der einfachste Fall für u Be tritt ein, wenn m==1 gesetzt wird. Dann ist 








RR 


(18.) Stra) Pen -—( fizös) = n — (fi Ör), 











(0) 
p p 1-2 
19) [reis — le ee = = - läge 
(dx)? 8x) 7 
wenn = = ur ist und als zusammengehörig oder als ein Ganzes betrachtet 


werden soll. Die Form (19.) hat Ziowville benutzt, die vorhergehende aber 
nicht, und es erklärt sich hieraus theilweise, warum er manche Resultate nich! 
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land. die er erhalten hätte. wenn er die Form (18.) benutzt hätte. Ist näm- 
lich die in (11. und 12.) gemachte Unterscheidung richtig, so mufs sie auch 
durch die Benutzung der in (13. bis 19.) aufgestellten Sätze bestätigt werden. 


Die Folge wird zeigen, dafs sich Dies wirklich so verhält. 


\achdem der Weg für unsern Entwicklungsgang vorgezeichnet ist. 


sollen nun die Dilfferenliale und Integrale höherer Ordnung und mit gebrochenen 
Exponenten entwickelt, und es soll der Einflufs berücksichtigt werden, welchen 
die verschiedene Ordnung im Differentiiren und Integriren hat. Die Diffe- 
rentiale und Integrale der Funectionen sollen gesondert von einander dargestellt 
werden. Dies stört eine folgerichtige Entwicklung nicht, und hat noch den 
Vorteil. dals man die Harmonie zwischen den Differentialen und Integralen 
um so deutlicher hervortreten sieht. da sie auf verschiedenen Wegen ge- 
Iunden werden 


$. 3. 
Differentiale von .”. 
Es ist bekanntlich für ein ganzes positives r und % 


.. ss nil „nr 
| - C r R Rn yı-! mr 1 | z I 
( .) “BT 4 9n—rli 
(X) arerl 





So lange nr isi. ergeben sich lauter darstellbare Werthe. Für r>n 
seht das Differential in O über. Für r—n ist 


(?.) 


” 
? ? 
OO &£ rl 
. | 


(O.x)” 





Für gebrochene Werthe von r und n ergeben sich nach ($. 2.) die nach- 
stehenden besondern Formen: wobei auf die zur Anwendung zweckmälsigste 
Darstellung in jedem einzelnen Fall Rücksicht genommen ist. 











m m 
« o’r” yrıımn gm 2 nim —n) (im — n) .. ((r—l)m—n)yVa" 
2 rn = pt | Er, 
(or) m’ .r’ mer 
e. 
(4.) nn. Ira" a 1:29.39: nn" 


-— | q 
I 4 (pr —p) »:- (ny—p)Va? 
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3 
Die Gleichungen (3, 4, 5.) gelten ohne alle Beschränkung. Ist X 1 
Er (7 m 
wird. wie auch aus (2.) folgt. 
E 7 I 
- 01 vr! — |1 
(6.) ee ET, 
(04 )' 
Man erhält für das te Differential von ”” 
da Fe u, | BTL jr —ıjı li 
(«.) g— (—1 — | (—1 ) Er F TrgBwe er ame re che 
(dr)’ J gr I u a nr] gr 


Die leizte Form ergiebt sich aus (1.). wenn man —n stalt  » setzt. Hieraus 
lassen sich folgende besondere Ausdrücke ableiten: 

















vg " (-1)’ „rm ; „ala tm) (n + 2m) (n+(r—1)m) 
(S.) ee GE = ( —1) . —— 
(o.r) ’ Be Mr ru n 
m’ a’ yr ma’ yrX 
P f Z +11 p -|ı 
0117 -— 19 17 (g+-p) (244 pP ((n—Ngqy-+p) 
9) et a aan (P 7 (arm@atr Tr), 
(dr)T ri un/; gi 24.39... (n-— Dy. r"yarı 
RAR. — 
o' j} n m 
(WM) — = Her 
(or)? | n / A n 
) n . 
It 2, so wird ans (10.) 
7 m 
ER. BR. 
| 01x 9 il 
a 
‚".E 1,20 
(0.7)? 9° ve 


In den Formeln (7 bis 10.) findet keine Beschränkung für 








die Exponenten 
Statt. (No. 4. und 10.) gelten sogar für den Fall, wenn »n 0 ist. Man er- 
hält dann: 
P 
Ä 01x l 
u a © 
(Or)? 1 s' ya 


Von den hier zu machenden Anwendungen heben wir folgende hervor. 


welche entstehen, wenn - 1,0,1,2,3, ...statt » in (4. 6 und 10.) gesetzt wird. 
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or” | 

(dan) —  Yıae)’ 

or 2yX 

Ol _ Ym 

Gr <2.4ryr 
(13) dar = Team 

or? 2.4.60’ YVx 

Gr — 135.70 


BER 









































Gar 0 12.4.6... 2nariyr 
\ (dar): Pen 1.3.5... un —l)ya 
0° B. _ l 
Si Tan 
1 don 
dar x a. 2rvr 
0: 1 = 3 y(—r) 
(14.) (x): x? BB VE’ 
'6E 1 3.I9yl—r) 
(dal & 2.2.4.0’ yr 
0: 1 3.5.7... (an —1)y(— 7) 
(dal a 72.2.4... (2m —2)ar ya 
(15.) a = In, (16.) Er! 75 — F._— 


Die zweite Form von (13.) haben Lerbnetz und Kuler (s. v. $. 1.) behandelt. 
Liouville giebt (Journ. de lee. pol. T. XIN. p. 161) (No. 16.) an. Statt 
der allgemeinen Ausdrücke (4. und 5.. 9. und 10.) giebt er eine Reductions- 





formel für Yır und „ also für einen sehr speciellen Fall, die bei einzelnen 


Ver 
Anwendungen auf Integrale zurückweiset. Die hier befolgte Methode giebt 
vleich am Anfange der Untersuchung Resultate, welche Zzouville erst am 
Schlusse einer weitläufigen und künstlichen Theorie findet, die wohl mit aus 
dem Grunde so verwickelt ist, weil er der Legendreschen Bezeichnung der 


Facultäten folgt. welche einfachen und allgemeinen Entwicklungen widerstrebt. 


$. 1. 


Fortsetzung. 
Bei der Darstellung der höhern Differentiale von x” ist ferner der 
Kinllufs nachzuweisen, welchen die Ordnung im Differentiiren auf die Resultate 











2. Öttinger, zweiter Nachtray zur Theorie der Faeultäten 


hat. Es ist nach ($. 2. und 3.): 

















ort: e ter 0’ | | 
(1.) gemeinen Sana - - ( . ) = En —— nn Rn. syI-!r 
(Oxr)"r° (o.r)" \(d.r)* (o.r)' | 
qr!l yn—s-r 
Di s+rj—-1 .n—s—r ___ . 
== d geige 4 s—r|l 
Ar+s pn Ns Ar pn 5 
@) m =- (< - = ai tea re 
(Ow)"+° (dr)’ \(dr)’ (o.ır)‘ 
rl yror—s 
DER r+s[-l„n—r—s ___ ® 
us DE» Mh - Ar—r—sıl 


Die Formeln (1. und 2.) führen für positive ganze n, r und s, zu dem Satze: 


> Ze. 
u 7 (Ox)"+$ (or) -r . 


Man erhält immer darstellbare Werthe, so lange n —_s- r ist. Istr sn, so ist. 
ö ort S x" 
4. —— — 0; 
( ) (o.xr)"* S 9 
wie bekannt. Da nun r und s nach ($. 3.) auch gebrochene Zahlen sein können, 


so ergeben sich hier folgende besondere Formen: 


4 m ar 
5.) otrgr nd £ ‚__Qyr4s-1 nkm— nt vo, 
N r _— = (—1) 











(Or)"t> mt rt / mtr”? 
ın 


_ı nm —n) Zm—n)... (er +s—-Dmon)va” 











ee (—1 "Ai 
f mt’grt® 
p 

YrT qrlı n 

ü © q x” r 
(6.) = Kae - 
a ‚’r n—r— tl p 
(or) 9 1 yIy a 
ul u Zu ai 








p 


i q 
a; (— pi" Ir Var 1 pP) 9 —p).. (an) —p)a’ Var 
für n>r und 
'p(p+g...(pthr an ND)a" 


rg r 











= (1m ZT = 17 en 
ale Yan 1 st grarve 
fürr >n 
) r|1 
ar ' 2 _ 4 m | (+ Bi r: — Var 
(7 ) @ A - e 
. ns a a 
(dr) 9 m ur Ya 


In den Formen (5. und 7.) unterliegen die Exponenten keiner Beschränkung 
5) * 
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untereinander. und die Ordnung im Differentiiren ist gleichgültig. Ist aber 


HH ) ä u ii 
— / in (7.). so erhält man: 
m q 
a £ I ı 
OO Ia1 1! dr)! yır' 
S, - u —— — 0) 
Em ns q 
Oo.) Yy4 
denn es ist (1—r) "=. 


Die Form (6.) führt immer auf darstellbare und unter sich gleiche 


Werthe, so lange an _ r ist, in welcher Ordnung auch differentiirt werden 


map. Wird aber » > n, so giebt eine verschiedene Ordnung im Differentiiren 


verschiedene Resultate. denn es ist 


+ A I-ı 
rt = nl(n—r)" 0, 
wenn rn wird. während 
rri—1 a » rl 
n' == 9 (n — — 
/ 


ınmer darstellbare Werthe eiebt. Dies führt zu dem folgenden Satze: 


Steiot man bei der Entwicklune des Differentials 


- 








BR . 
O Eu 
(Y) 7 — 
(dr) j 
;werst durch die ganzen Exponenten in dem Schema (9.. $.2.) auf und 
seht von r auf r- — über, so führt das vorstehende Differential auf 0. 
1 
a 
wenn r —>n ist. (Geht man aber zuerst auf — über und steigt dann 
j 
a . ö r ’ ) 
durch die ganzen Exponenten in dem Schema (9.) bis aut Z-r, so 
7 
erhält man immer darstellbare Werthe. 
Wan hat daher: 
„..P Pp 
RR ren 
0) Dede), 
\ „++ EN (0x) 
(or) 9 (O.r)" 
? 7 pP fi 
\ N N Pre p p 
oO 9 Ö' 09 2” 1 y\rl-ı ner 
(11) ——-=-- — I m (n— 2 x E 
r rr (or) : B. 7 
(Or) 9 (or)! 


In dem vorliegenden Fall gilt die Gleichung 
pP pP, 


rt — 
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nicht. Um daher darstellbare Werthe für das vorliegende Differential zu er- 


> ) . .. 
halten, mufs zuerst nach X und dann nach r dıfferenturt werden. Nie 
1 
Ordnung im Differentiiren der Form (6.) ist also nur so lange e»leicheültie, 


als n > r ist. 


Für ein negatives n hat man aus ($. 3.): 

















(12) ——— = (-1)’n’" nr ae (ATER  e 
(or )' (04 
(nt+s+r—1j1 1-1 „on- 
/ rastril „.—n Be a Fe B:- . 2. 
u 4) 1 — \ ) N 11, 7 1-7 — 1 
Q- vr... Fagrli_O .n— srl! 1 
(13.) — —1 ? 1) Pan '(n-+-r\"a 
(or) (cr) 
[rd ts—lı mul 
ri E23 7 r + sil —mn—r—h ___ 22. \?7 
—— 1) 7) I Pe. l jr Ly j} 1 A sti 
Aus (12. und 13.) ergiebt sich 
ur | © ! 
a: a 
EEE zu DEE 


und die Ordnung im Differentiiren ist gleichgültig. Zugleich zeigt sich, dals 
r, s und » unlereinander keiner Beschränkung unterliesen und dals sich immeı 
soleiche und darstelilbare Werthe auch bei verschiedener Ordnung im Diffe- 
ventiiren ergeben. 


Aus (12. oder 13.) erhält man folgende besondere Formen 


2 ort ip m N, nt s{m 
( 13. } (ort = —1 ) > 
(0. r+S »r-+Ss / ‚N 

m 4 v4 


n(n-+-m)(n+2m)... (n+(r+s)m) 


m’ +5 yr Hs vr" 























y : ‚ L a n+r] 
» Ü ( Een r+ — Aı p +r y 
(16.) en (u) 7 FR 
2 / q 
(o.r) Pi PM grtrgntr Ygr 
le 
u 1 platt). (tn tr N) 
| er r Var 
p n —_— + RT 
N } 3 .. AN & q (+2 
.- ni Eu: q 
(1%7.) BE 1) — 
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Auch hier sollen einige besondere Fälle zu bequemerer Übersicht zusam- 





x ) Dun „re . r 
mengestellt werden. Setzt man - und für n und r allmälig die Werthe 
2 


0. 1. 2. .... so ergiebt sich aus (6. und 19.): 




































































A fr + 
(dr)? Zry(ar) (d.r)? Y(n.r) 
0? 1.3 8a nu BE 
(Or): 2.210 ya) (dr)? 2ry(ar) ' 
han) P } [>] u Q), r 7 ‘ 
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Ferner ist aus (6. und 16.), wenn r+n statt r gesetzt wird: 
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(24) £ I (-1) nn —_ gro tem) 
ne + er . 'q / er, 7 ’ 
(ar Ya a rar dar 
pP p p 
u T ) —- 4 rig ill 
(25.) Ö v." = 4 nt 49 p ZA 1 rn - 17 Plp+y...(p+er—N) 
r-n-+ E R : > b en / q 5 
(d.) +7 17-Ilgr ar Ya u 


wenn r--n und r—n ganze Zahlen sind. Man erkennt leicht eine her- 
vortretende Harmonie in beiden Gebilden, und sieht, dafs die höhern Differen- 


n 


und 2”, bei denen der Dillerential-Exponent den Exponenten 


n 


tale von x 
der Grundgröfse um gleich viel Einheiten überragt (24.), oder von ihm über- 
troffen wird (25.), immer hinsichtlich der Grölsen p, 9, r und .r gleiche 
(rebilde hervorbringen. 


Hierher gehört die Darstellung der Differentiale höherer Ordnung und 
mit gebrochenen Exponenten von folgender Function: 
































fe — A,2" 1 A, _ a0! 14.207. Art ArLA, 
Man erhält die nachstehenden Resultate 
Br oO" f- r A, ri gar A, rl pro A, a 14 {15 en 
(26.) (da .. Aror]l u Jr —r 1/1 T we yıı 4,1 «1. 
E 
‚ e1 x 1 A, n|y x", An—ıt n—1lg yr—l | A, 1 n—2]|4 gr 
(27.) .. G / | / ] 
i Fr rang, EIN EEE un 
0X ( 
A,g:2ga® 5, Age, 5 
—pPl2a—p) ar | 
(28 ' a” "fr | (= A, [ Pr ; FEUER en. sr | 
ai _ .4 a f 4 (— p)r'9 1 (pe | 
(or) 9 ar y.ıxP 
A, 1. 2" x" j A, ee 4 B3 —r) 
(g—p)" | (g—p)'9 | Fe ‚| 


Auf die Formel (28.) finden die in (9 bis 11.) angegebenen Gesetze Anwendung. 

Hieran schliefst sich nun noch eine Bemerkung über den bekannten 
Satz, dafs eine beständige Gröfse kein Differential hat. Er hat seine volle 
Gültigkeit, so lange der Differential-Exponent eine ganze Zahl ist; er wird 
aber nach den bisher gefundenen Resultaten unrichtig, wenn es sich um die 





Darstellung eines Differentials mit gebrochenem Exponenten handelt: denn es 


















0 2. Öttinger, zweiter Nachtrag zur Theorie der Facultäten. 


Iindel sich. wenn «a eine beständige Gröfse bedeutet, aus (6.): 
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_ | q] : 
I ul paryar 

und es rechllerligl sich die Behauptung, dafs beständige Gröfsen Diflferentiale 
unter den in (9 bis 11.) gerebenen Bestimmungen haben können. wenn letztere 


mit gebrochenen Exponenien vorkommen. 


$. 9. 
Dilferentiale des Binomiums (ar + bV. 
Durch einfache Ableitung erhält man 


1 } N 

co’(uUX-tD) RR di tz ra (ar + bir 

(1.) I ea een. 
(cr) jr—rl 


und hieraus die besondern Formen: 
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Für alle diese Formeln bleiben die Bemerkungen ($. 3.) in Kraft. Die weitern 
hiehergehörigen Entwicklungen, die sich auf die bisher gezeigte Weise recht- 
fertigen lassen. sind: 
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Auf die Ausdrücke (12 bis 14.) finden die zu (5. $. 4.) gemachten Be- 


merkungen ihre volle Anwendung, und 
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findet nur unter bestimmten Beschränkungen, die Gleichung 
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ER de Zr 
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aber ohne Ausnahme Statt. Für ein negatives » erhält man: 
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Für (15 bis 18.) gilt die Gleichung 
u A be 
(Ort (ur+b”" (Sa) (ar-+b)" 


ohne Ausnahme, und die Ordnung im Differentiiren ist gleichgültig. 
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Noch ist auf einen besondern Fall aufmerksam zu machen. Bei der 
(ax + bh)" 
(dr)" 
rentiirt und dann das Binomium entwickelt, oder ob man zuerst das Binomium 





Darstellung von ist es nämlich gleichgültig, ob man zuerst diffe- 


entwickelt und dann differentiirt; wie leicht durch die Ausführung zu sehen. 
Beide Resultate geben die gleiche endliche Glieder-Anzahl. Geht aber r in £ 
über. so erhält man auf den zwei angedeuteten Wegen: 


p p 


— n— — 
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£ FAN. WIE. 
(n.(ın—?2)'' (ax) #1 . ..]. 


Im ersten Falle entsteht eine unendliche Reihe von Gliedern, im zweiten eine 
endliche. Es lälst sich jedoch die zweite Form auf die erste zurückführen. 


wenn man die Facultäten zusammenfafst. Dies giebt 
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Diese Formel führt dann. wenn man das Gesetz, welches die ersten Glieder 
aussprechen, festhält, wieder, wie vorhin, auf eine unendliche Glieder- Anzahl. 
Um Harmonie in diese Darstellungen zu bringen, wird es am zweckmäfsigsten 
sein. ein Binomium bei der Differentiation als ein Ganzes zu behandeln; wie es 


der Begriff einer Function mit sich bringt. Die gleichen Bemerkungen gelten 
6* 














2 


2. Ottinger, zweiter 


44 


auch für 


bei einem ganzen positiven n. 
oder gebrochenes negalives n, 


Anzahl. 


oil(ar+b)" 
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Wird in (13. und 17.) n - 


erhaltenen Resultate der Ubersicht wegen zusammen. 


(3. und 8.) und statt » allmälig 
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E 
führt ohne das auf eine unbegrenzte Glieder- 


in gebrochenes positives, so wie ein ganzes 


In diesem Falle haben diese Bemerkungen keine Anwendung. 
Wir stellen nun noch einige besondere Fälle der in diesem Paragraphen 
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Die Formeln in diesem Paragraphen sind, wie man sieht. allgemeiner 
als die in den beiden vorhergehenden. Aus ihnen lassen sich die früher ge- 


vebenen ableiten. 


$. 6. 


Differentiale von log.r und log(ar+b). 


Für die Darstellung der höhern Differentiale der Logarithmen finde! 


sich leicht: 
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Zwischen (1. und 3.) ist im Resultat kein Unterschied. 
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Aus (10, 12, 16 und 18.) erhält man, für r =0.1,2,... und 
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stehenden nur durch die Ordnung der Zeichen. Für alle vorstehenden Gleichungen 


unterscheiden sich von den vor- 





Die Differentiale von log— und log 


ist die Ordnung im Differentiiren gleichgültig. 
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$.7. 
Differentiale von u“. 


Es ergiebt sich leicht: 
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» und s unterliegen keiner Beschränkung und gelten für ganze und gebrochene 
Zahlen. Die Ordnung im Differentiiren ist gleichgültig. 


S. S, 
Differentiale des Sinus und Cosinus. 
Die Entwicklung der höhern Differentiale dieser Functionen giebi 
c”’sinmx 
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Soll der Zeichenwechsel in die Function übergetragen werden, so vereinigen 





— (1) m’'cosmi. 


sich (1. und 2.) in folgender Form: 
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lür ganze und gebrochene x und s. Beide Werthe gelten ohne Beschränkung. 
Die Ordnung im Differentiiren ist gleichgültig. 
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8. 9. 


Integrale von x”. 


Die höhern Integrale der bisher behandelten Functionen können ent- 
weder durch allmäligen Übergang von den niedern zu den höhern Integralen, 
oder durch Verbindung der in ($.3 bis 8.) entwickelten Resultate mit dem 
entsprechenden Integrale gefunden werden; wobei zu bemerken ist, dafs 


WEWPERN.n 


wird: oder auch dadurch, dafs man in den entwickelten Resultaten von 
($.3 bis 8.) —r statt --r setzt, weil 





of 


fx (0x) ans (Or) 





ist: wie gezeigt wurde. 


Hier sollen hauptsächlich nur die zwei ersten Wege benulzt werden: 
woraus sich zugleich der Vortheil ergeben wird, dafs man einen Schlufs auf 
den Zusammenhang und die Harmonie zwischen den Differentialen und Inte- 
gralen ziehen kann. Bei Darstellung der Integrale wird, wie bisher, auf die 
zur Anwendung zweckmälsigste Form Rücksicht genommen werden. Die 
Constante wird nur da beachtet werden, wo sie eine besondere Aufmerk- 
samkeit erfordert. 


Man erhält anf den oben angedeuteten Wegen: 
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Die besondern Formen sind: 
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In diesen Ausdrücken unterliegen r und n keiner Beschränkung. Man erhält 
immer darstellbare Werthe. Für ein negatives n erhält man 
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(5 ) / x(ö2) ao a Fe mtr u wtr 
ur De Ce VZ Tr) et 5 7 Ds Tee DI 
r—r—1j1l „4 r J—rll pyon+r 
ug (—1)” 1 nl nei 1—r+rli 


Diese Gleichung liefert für ein ganzes n und r so lange darstellbare Werthe. 
als a>r ist. Für ar wird sie unbrauchbar, denn sie geht dann in 








r %r EN 6 x Bar 
(6.) / is (or)" = rom —— ge 


über und weiset auf Logarithmen hin. Die gleiche Bemerkung gilt auch. wenn 


r > n ist. Die besondern Formen von (9.) sind: 


n 


dr Po ‚r r rar 
Pr. A Pr Mm ma 
7 PO, ? Zn Bu RR 
(T.) / z "(or)" = -——— . 


(m — an)!" yır" (m—n) (2m —n) .... (rm—ın)y.ar” 














p 
— p —-— il 7 
| g ’ - | g | (g—p)’1la vr? 
(8.) / ’ ex)’ Ze p 
(—1)7 a 
p 


1° "(q—p)(29—p) +. ((n—A)g—p) Var 





> 


. 
(—1)7 9.29.39 ... n—1)gx” 











] i en . 11 gq 
E- 1 u u 1 m F rP 1 mg V rP 
I. / — (Or)! —= 4 an 
( ) A er ‚ ( Jl J en e| m r b R: ılı m 
yvX 1 m q ya" (—1)" rn vr” 


In (7 bis 9.) unterliegen, wie man sieht, die Exponenten keiner Beschränkung. 
n ) . 

It ——, so wird aus (9.) 
am 4‘ 


Plı 


2° ng h 
(10.) /': 4 (02)' m 1 g 


Es lassen sich die hier erhaltenen Resultate auch dadurch finden. dafs 
man nach (13 bis 19. 8.2.) verfährt; wodurch sich zugleich ein Beweis für 


ihre Richtigkeit ergiebt. Wir wählen zu dem Ende die Darstellung des etwas 
p p 


Von 


schwierigeren Falles / ’x”(0x)’ und führen ihn auf eine Integration mit ganzem 


und auf eine Dilferentiation mit gebrochenem Exponenten zurück. Es ist 
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jr rl’ ai 
‚ J 
(11.) f" 2’(dajt — na) ni SE 
—. ur ni 
(dr) (Or) y 
2. 1 "+7 ar yar 17!lg r"y.r? 
—n zT — 7 - = rap | Er 
(+2) 17 ! (p+-yp”" 
I 7] 
l je n ne hai +2 U y 
- am 2 en Be pet BER => n» I: PIE 
(12.) / "(or)" fi — -Jor=/n !' & 102 — 
< ll | 
„ (d.r) y HM Tr e- 
/ 
q q 9 
4rll pn vxr rien, rP | 111 gr ar Var? 
ZN p yp PR“ n-} 2is y 2 1 
+2 1ı(n4 “ rZ 1 pta) 
) ‘ 
(Nr.3. IL und 12.) stimmen überein. Setzt man = ı und 2n—=0,1,2,..., 
( 
so Rn sich aus (3. und $.) 
fi Mile (dr) _ 2ya 
et, I, 
u yr 1 y7ı 
S stay - 2 Pi 
ie 5°, a 7 V—n)’ 
SI es) 2.2.42’ V8 fi (d.r)® Vr 
- OP == —— =. 
(15.) , 1.3.3,/8 °’ (14.) x” 2zvV(— x)’ 
[« BT 2.2.4.6r0°yVrx # (Or) 1.3yV17 
i (04) TTZ 5 Tyan ° 22er ya)’ 
; ie 2.2.4.6...2naı" yx (Or): En In—3) 
2" (0r)' _ — =; PERERERENR. 
\. 1.3.5 ar I)yı’ 2” ze /—ır) 
. . ) n . 
Aus (4. und 10.) ergiebt sich, wenn = a 1 oesetzt wird: 
‘ ) 


»l 1 -e N 
ö ee ua s (O0) _ 
(15.) / yve(or) = 4Iryn, (16.) / u y. 
Auf (Nr. 16.), wofür sich noch ein zweites Resultat ergiebt, werden 
wir später zurückkommen. Vorläufig ist hier zu bemerken, dafs Zrouvalle, 
welcher dieses Integral (Journal d. l’ec. polyt. T. XII. p. 161) des weitern 
behandelt hat, diese Darstellung, so wie die vorstehenden, nicht kannte. 


Hieran schliefst sich die Integration der Function 


fe = A,0" 14, a1... Ac-+A, 
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und man erhält 


" Fa: Aral rt A, Art grtr-1 A, Art grtr-2 
(17.) / fx (0X) een Bi J Ei 2 




















"+4 -r}i Qr+r-ıll | 4 u+r-2]1 
AN Art, Ar 
BR qr+2lı FF Jr > 
a J 7, ip) 
. = vr A, qr'7 ai” A,-1 "he A, " Aa ae 
(18.) [w (< 4) g P| n|q a | n—-1lg 1 ng a 
- 2jı MaTP) (4-rP) (pP) 


Aa , Age | 4 
Va z ZU u 


Vergleicht man die hier erhaltenen Resultate mit den in ($. 3.) ge- 
fundenen, so ergiebt sich, dafs im Allgemeinen 
02" (Or) # 2”(Oxr)' und —/f 20x27” 


für alle Werthe von a und r ist; mit Ausnahme des in (6.) angegebenen Falles 


n 
er en) ,\r 
/ L (0X) „ 


wenn die Exponenten des Integralzeichens und der Gröfse x gleich und ganze 
Zahlen sind. Man kann daher unmittelbar von dem Differential-Ausdruck auf 
das Integral und umgekehrt (mit Ausnahme des eben genannten Falles) über- 
gehen, wenn man —r slalt -—-r selzt; wie Dies von dem besondern Fall 


 ERR ’ 
( / ): wenn r ——1, bekannt ist. 
Ü Fe 2 














$. 10. 
- g r+S Er 
Entwicklung von / a” (or) t*°. 


Man erhält durch die im vorigen Paragraph angegebenen Verfahren: 


+8 rntr+s r”t r-+-s qrt yrthrt+s 
( 1 ) e (er) de ee > . em ä . 
| a / (n+r+s)"t st—1 (nr) An+r+stli 











Ferner ist: 


dr r”t Ss or y” -54? 
(2.) / x" (ory*! 5 -/f' (= { ER or) Pa 
. Be (n + s)’I-1 | re An hey ne 
grtstr jrllg ın-+-S- 


(n--s+r)strim1 ” 
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Aus (1. und 2.) ist 


3) Seit =" ertiayrr. 


Die Ordnung im Differentiiren ist gleichgültig; r, s und n unterliegen gegen- 
seilig keiner Beschränkung. Die besondern Fälle sind aus (1. oder 2.): 


m 
n 


ın 
DE ie mrterteyg” mtertsyaer 
(4.) Hu (C T) Ze —— - a ' i 
. (n--myrtsin (n+m)(n+ 2m)... (n+(r + s)m) 




















(5.) ("r (O2) 2 Aelgrtrantear AR Arltgnir gntrygn 
15 !ptanıro ah (pt) (p+?2)(p+(hr+s)4) 
>. Dr 1" E% yon Var 
(6.) / 'x2"(ör) !—=— Hr - 
ran 
m 7) 


Auch in (4 bis 6.) findet keine Beschränkung in den Exponenten Statt. Die 
Ordnung im Integriren ist auch hier, wie leicht zu sehen, gleichgültig, während 
die Ordnung im Differentiiren bei (6. $.4.) (der correspondirenden Formel 
von 5. $.10.) nicht gleichgültig ist. Die Ausführung der in (1 bis 6.) an- 
sezeigten Rechnungen liefert daher immer die gleichen Resultate. 


Für ein negatives n ergiebt sich 














er ’r+s ai xt $ yrtr+s 
‘. / Eu € 3 > =- ZT 
(1.) (02) (1) (an —r— sy" +! ar vers syri- 
Ir -r—s—ıll yrtrt+s yorıl yntr+s 
. (lytsgemtll . J-r+tr4 s]t 


Ferner ist: 


rs a dc yunts ; yrtsh 
(3) / eh ef (z azam)(08) AA) —s—r)"!! (n—s)" 


grtstr 4r-s-r-1L „on-+r Hs j-"I1lyp- n-+-s-+r 

















a (—1)°+’(n—s—r)strl 2 (—1)str gr De 1-4 sı{rli 
Die Gleichungen (7. und S.) führen immer auf darstellbare Werthe, so lange 


n_>r-s ist. Unter dieser Bedingung ist auch die Ordnung im Differentiiren 
gleichgültig und man erhält 


a EI" in. 


Ist aber r--sn, so werden ii und 8.) unbrauchbar und weisen auf Loga- 
rithmen. Die besonderen Formen von (7.) sind: 
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’r+35 a r+spr+s yr-+s 
a "ray = 
Yx” (m—n)+sim Yyar (m—n) (Am—n) + ((r+s)m—n)y.ır” 
' ' f Bn » 1 r-+ - Pre [ (g— pr 10 r’ Var 
Ä ‘ Zr! —; J — » 
(1) (0X) > 


(1 7 4n-1ı " aaa gr 
2 ara („—P)\(29— pP)... [m —r —NM)a—p] Yen 


pP 
74 n—1l1 “ at ar-r 





r+ 
(—1) 

für nor 
BE 


| q 
gl A vr! 


“ 
m (—1 "za > 


(—1)7 EEE ET 
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1 q 
1 q | — Rd yır! 


ung (—1 “a 





F 
(1) 1 y(p+g) ...(p+lr—n)g) 


für r>n 


n 
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rn ar ) 
(12.) T (0X) um 


m 








l 4 
Rad vrP 
n p 


re n ) r|im 
j m g | +) vr" 


m q 

In (10. und 12.) unterliegen die Exponenten keiner Beschränkung. Die Ordnung 
im Integriren ist gleichgültig und die Resultate bleiben dieselben. Bei (11.) 
ist Dies aber nicht der Fall. Wird nämlich zuerst nach ” integrirt, so ist 


7 5 P D | P 
/ (00) ef T u )(öx)" 
| ee Mary / 


und es gelten für diesen Ausdruck die zu (5. 8. 9.) gemachten Bemerkungen 





f ) . 
Wird dagegen zuerst nach X und dann nach r integrirt, so erhält man 
1 
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ii 
u) 


Die Facultäten im Nenner geben nämlich immer darstellbare Werthe. Der hier 
gefundene Ausdruck fällt aber mit (11.) zusammen. Es ist nemlich nach (No. S6.) 
des ersten EN 











np 
(n > "(m '—r) [1 Rn r—ılı n._—_— jr 
ou pP " p Er p | 
MEER GREEN. | | PIERRE | | n— — — r—Iil 
n - | g" 7 r—1]| N" 
Wird dieser Werth eingeführt, so erhält man 
p p 
ER - p n—— —r—l[i —-n+ Hr 
e I pen U ar un 7 T y . 
'2”"(0x) — - ; 
—-+r —1|l 
(—1)" ’ u | 


woraus sich die zwei Formen von (11.) ableiten lassen. Hieraus ergeben 
sich folgende Sätze. 


Es ist immer 


+ BER = y tr I 
13) ("art — IT are”, 


so lange n>r ist, und in diesem Falle ist die Ordnung im Integriren gleich- 
gültig. Wird aber 7 gleich oder gröfser als , so entstehen durch verschiedene 
Ordnung im Integriren verschiedene Resultate. Man erhält daher auf dem hier 
angezeigten Wege immer darstellbare Werthe, wenn in der Ordnung 


Bir Pr 
JS" "(02)" 


) * - . * 
also zuerst nach © und dann nach r integrirt wird. Die umgekehrte Ordnung 
im Integriren giebt unbrauchbare Formen und weiset auf Logarithmen. 


Aufser den obigen Ausdrücken heben wir noch folgende hervor: 


Fl + ar -Z|ı 
a (Or) BR Gt 2: 
(14.) | Ai u Fr = er 

















Var 
en En. a 
| ar ya Alp TU DEP tN PH+er—NN 


Setzt man Pt und r=1,2,3..., 2—=0,1,2... in (5. und 11.), so er- 


geben sich folgende specielle Fälle: 
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2 ur 2.210Vx 
Se en ee 
/ el 1.3yrn 
5 () [2 > 2.2.2 2°yx 
MA ) : uuer 
(16.) F (02) 1.3.5 
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/ (0X) 1.3.5... (2r+1)yn ’ 
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. / (02)? = —- Sn Ya _ 
(17.) ee 1.3.5.T1yn ° 
| WER: 2t2grtl/r 
BIERET "I zu m —— 
F (0x) 1.3.5 ... (2r+3)yrr 
f (dr)? __. 2ylıen) 
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fe _ 222/lan 
(18) J FE Tem: 


FR: : (Or)r+3 2r 2’ ıIy/(an) 





























x 1.3... 2 r—1)y—1 
g (8.7): ‚is ya 
er = — y—ı ’ 
f (OX) I yImr) 
(19.) rs 0x" De yv—i 
y* (ox)"t3 — 2-11"? /(nır) 
er 435... @r—dy—i ’ 
20) Sf fir ARE. AB 
Vır PM u 
(21.) Er = 2’ yn 
zz (J1)71.3.5... (ar—i) 


Von den hier zusammengestellten Resultaten entwickelt Ziowville (Journ. de 
3 3 

np B m 7 B . 2? (dr 2 . .. » 

ec. polyt. T. XII. p. 151) den einzelnen Fall / er, aber sehr weitläufig 

und unter Zuziehung der von ihm benannten „Fonction complementaire.” Man 


sieht auch hier den Zusammenhang zwischen den Differentialen und Integralen. 


Die am Ende des vorigen Paragraphs gemachten Bemerkungen gelten auch hier. 
(Der Schlufs folgt.) 


—EREEREREEEe: 











3. 


Vereinfachung des Beweises von Cauchy, dals jede 
Gleichung zten Grades wenigstens eene Wurzel hat. 
(Von Herrn J. Sufsmann, Assistent im Königlichen Gewerbe-Institut zu Berlin. ) 


/auchy beweiset in seinem „Cours d’analyse ch. X.” diesen Satz in 
der Weise, dafs er für x den Ausdruck #- oy—1 einführt und die Function 
Fu,v, —|pu, v)--[y(wu,v)] aufstell. Dann zeigt er auf eine sehr um- 
ständliche Art, dafs diese Function ein Minimum habe. und dafs dieses Minimum 
gleich Null sein müsse. Daraus folgt dann, dafs auch f(u--ey—1)— f(x) 
für denselben Werth von «@ und v» verschwindet. 

Wie es scheint, läfst es sich leichter zeigen, dafs die Function Fu, vo) 
ein Minimum habe, wenn man den Gang der Function beobachtet, während 
u und v® sich stelig von —x bis -—-»o ändern. Es ergiebt sich dann sehr 
einfach. dafs dieses Minimum gleich Null ist, wenn man ein bekanntes Gesetz 
aus der Differentialrechnung heranzieht. 

Der Beweis gestaltet sich folgendermaalsen. 

Es sei die geordnete Gleichung 


x2"- ac"! br"? -- ... +gyae-+k nd 0 
gegeben. wo z eine positive ganze Zahl ist und «, d,... g, k beliebige 


reelle oder imaginäre bekannte Gröfsen sind. 

Es werde .r veränderlich angenommen und der gegebene Ausdruck 
gleich f(x) geseizt. Für w werde u--vy—1 gesetzt; was, wenn man sich 
die Substitution ausgeführt vorstellt, einen Ausdruck von der Form 


ya, v)-- y-lw(wu,v) = f(x) 


giebt. 
Man bilde noch die Function 
F(u,v) = Iy(u, vo) - v(w, v)]. 
Diese Function kann nie negativ werden. Setzt man nun u — — x, während 
v einen beliebigen endlichen Werth hat, so wird Fu, v)—= --x. Denselben 
Werth erhält die Function für # —= -'- x und für einen beliebigen Werth von v. 
Eben so wird Fu, v)—--» für beliebige endliche Werthe von w, wenn o 
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sleich — x oder — x ist. Haben dagegen “ und » gleichzeitig endliche 
Werthe. so hat auch Fu, v), weil es eine ganze Function von a und » ist, 
einen endlichen Werth. Läfst man nun a und » gleichzeitig sich stetig von 
-%x bis + x ändern. so wird F'(w, v), welche Werthe von u und » auch 
zusammengehören mögen, von -- x bis ins Endliche fallen, und dann wieder 
aus dem Endlichen bis zu - w aufsteigen. Daraus folgt, dafs nothwendiy 
die Kunction ein Minimum hat. 

Setzt man 

u-vy—l = r(cosy-+-y-l1siny) 

und die sich hieraus ergebenden Werthe von # und v in Fw,v), so erhält 
man eine Function von r und y. Die Substitution wird ausgeführt. wenn 
man 2—=r(cosy--y-—1siny) in f(x) setzt. Es ergiebt sich: 
/ r" cos|ny]| ne 

Kar E r"sin|ry] 
+ ar" “cos|(n—1)y] as PESRZE 
ar” sin|(n—1)y] 


- br" cos[(n—2)y | eh 
I y] + y—1 + dr" sin[(n—2)y], = f(x) = flutoy—1). 


gr cos y 
k \ 
Der Kürze wegen werde der Ausdruck in den ersten Klammern durch 
A, der in den zweiten durch 3 bezeichnet; dann ist 
g(uwve) = 4A; vwwv)—=B und 
Fur) —= AB. 

Es wurde nachgewiesen, dafs diese Function ein Minimnm hat. Für 
dieses Minimum mufs, nach bekannten Gesetzen, die Ableettung von A -+-B., 
sowohl nach y als nach r, gleich Null sein, wenn man in die Ableitung die- 
jenigen Werthe von r und y setzt, welche die Function zu einem Minimum 
machen. 


gr siny 


I 


Die Ableitung nach y ist 
— A(r"n sin |ny] -+-ar”"(n—1)sin|{n —1)y]-+ --- gr siny) 
+ Bir" ncos[ny]-- ar" (n— 1)cos[(r —1)y]-- --- gr = 
oder, durch » dividirt: 


— { } 


(—Alar” sin[ny] + aa —1)r""sin[(a—1)y]-+ :-- ysiny) 
I Pe 
(nr cos|ny]-+aln —1)r"”cos|(an —1)y]- --: gcosy) 
Die Ableitung nach r ist: 
(2) | Alan” cos[ny] -a(a —1)r”"cos[(n—1)y]+ ---geosy\ 0 


I-+ B(nr"” sin Iny]-- an —1)r" sin[(a —1)y]+ --- gsiny) 
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Bezeichnet man der Kürze wegen den Factor von A in (1.) und den von 
B in (2.) durch EC; ferner den Factor von B in (1.) und den von A in (2.) 
durch D, so nehmen die Gleichungen (1.) und (2.) die Gestalt 


AC — +BD, 


AD —= — BC 
an. Multiplicirt man diese Gleichungen mit einander, so erhält man 
A-B — VO. 


D. h. die Werthe von « und v, welche die Function F'(w, v) zu einem 
Minimum machen. machen dieses Minimum zu Null. Es kann aber Fu, v) 
nur dann zu Null werden. wenn gleichzeitig y/», »)—0 und w{w, v) — 0 
ist. also ist auch 

ya, vo) +-y-I)w(u, ev) = fir) — 0. 
folglich der Satz bewiesen. 
Berlin. im Januar 1852. 
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4. 
Eine neue Lösung des Problems der Rotation 
eines festen Körpers um emen Punet. 


(Von Herrn Dr. F. J. Richelot, ordentl. Prof. der Math. an der Universität zu Königsberg. ) 


(Auszug einer in der Ferd. Dümmler’schen Buchhandlung zu Berlin 1851 erchienenen Schrift.) 





I: dieser Abhandlung werden die Grundgleichungen der Lösung des 
Problems der Rotation eines Körpers aus einer neuen Quelle abgeleitet; unter 
der Voraussetzung, dafs die Beschaffenheit der auf denselben wirkenden Kräfte 
überhaupt die Anwendung der Methode der Variation der Constanten zuläfst. 
Zu der Gattung solcher Bewegungen gehört bekanntlich die Drehung eines 
Weltkörpers um seinen Schwerpunet, indem der seine Bahnbewegung bedin- 
sende Centralkörper, eben so wie seine Trabanten, auf jene Drehung nur 
einen Einflulfs von der genannten Art ausüben. Es lassen sich daher aus den 
Grundgleichungen des allgemeinen Problems der Rotation: z. B. bei unserer 
Erde. die Formeln für die Nutation der Erd-Axe und für die Präcession der 
Nachtgleichen ableiten, deren Aufstellung dem vorigen Jahrhundert zur un- 
sterblichen Zierde gereicht. 

Nachdem Lagrange seine allgemeine Theorie der Variation der Con- 
stanten der Elemente eines Planeten, welche er in den Acten der Akademie 
für die Jahre 1781 uud 1782 niedergelegt hatte und wodurch die früheren 
Arbeiten Kuler’s über diesen Gegenstand vervollständigt waren, fast zu gleicher 
Zeit mit Laplace, durch eine neue Methode ersetzt halte, worin die soge- 
nannte Störungsfunelion nicht nach den Coordinaten des gestörlen Planeten. 
sondern nach den Elementen seiner ungestörten Bahn partiell differentiirt wird; 
und nachdem darauf derselbe grofse (reometer dieselbe Methode auf alle Pro- 
bleme der Dynamik übertragen halte, ist sie bisher im Wesentlichen nicht ver- 
vollkommnet worden. Jedoch gelang es Porsson, bald nachdem Lüyrange 
sein M&emoire dem Institut vorgelegt hatte, dieselben allgemeinen Störungs- 
gleichungen, in schon aufgelöseter Form, aus einer völlig neuen und versteckten 


Quelle abzuleiten und dadurch einen, wenn gleich erst bedeutend später ge- 
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hörig verstandenen und genügend gewürdigten Fortschritt, nicht nur in der 
Behandlung aller derartigen dynamischen Aufgaben, sondern auch in der Inte- 
gration der Differential-Gleichungen überhaupt, zu veranlassen. In seiner hier- 
auf bezüglichen berühmten Abhandlung über die Variation der Constanten in 
den Problemen der Dynamik, welche er dem Institut schon im Jahre 1509 
vorlegte, wendet er seine Art der Ableitung der Störungsgleichungen auf 
zwei Beispiele an: auf die elliptische Bewegung eines Planeten, und auf die 
der Rotation eines Körpers; mit welcher ich mich hier beschäftigen werde. 
Poisson legt darin die von Kuler in seiner T’heoria motus corporum soli- 
dorum gegebene Lösung der Differentialgleichungen der Rotation eines Kör- 
pers, auf welchen gar keine äulsern Kräfte wirken, zum Grunde, variirt die 
sechs darin vorkommenden willkürlichen Constanten, und findet dann eine 
merkwürdige Analogie zwischen den Störungsgleichungen dieses und des vor- 
her behandelten Problems der elliptischen Bewegung eines Planeten, welche 
auf einer correspondirend analogen Bedeutung der sechs willkürlichen Con- 
stanten in den Integralgleichungen beider Probleme beruht. Diese Constanten 
sind in der dort benutzten Bezeichnung folgende: 

Ah ist die in der Gleichung der lebendigen Kräfte vorkommende Constante: 

! die der Zeit hinzuzufügende Conslanle; 

k ist die Summe der in Bezug auf die Principal- Ebene der Projection ge- 
nommenen Projeclionen derjenigen Flächenräume, welche von den aus 
dem festen Centrum bei dem ersten Problem nach dem sich bewegen- 
den Centrum, und bei dem letztern nach allen Molecülen des Körpers 
gezogenen Radienvectoren bestrichen werden, mulliplieirt respective in 
die Massen dieser Molecüle; wobei zu merken, dafs diese Summe gerade 
für diese Ebene, welche im erstern Problem Ebene der Bahn, im 
letztern invariable Ebene genannt wird, einen grölsern Werth erhält. 
als für alle andern; 

y ist die Neigung der Prineipal-Ebene der Projeclion gegen eine feste Ebene. 

o ist die Länge des Knotens beider Ebenen, auf der festen Ebene von einer 
angenommenen Linie an gezählt; 

y ist die zu einem in der Principal-Ebene der Projection gezählten Winkel 
(welcher im ersten Problem die wahre Anomalie des Planeten ist und 
im letziern zwischen dem Knoten jener Ebene mit einer sogenannten 
Haupt-Ebene des Körpers und einer angenommenen Linie gebildet wird) 
hinzutretende Constante. 
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In seiner schönen Abhandlung über die Bewegung der Erde um ihren 
Schwerpunel hat Porsson die Gorrelation der sechs Constanten beider Pro- 
bleme noch weiter verfolgt. Jedoch giebt es einen andern Gesichtspunet für 
eine gleichartige Behandlung beider Probleme, auf welchen man geführt wird. 
wenn man die, bei hinzutrelenden äufsern Kräften, aus der Theorie der Va- 
riation der Constanten sich ergebenden Störungsgleichungen auf die einfachste 
Form bringt. 

Schon Lagrange hat in der fünften Section des zweiten Theils seiner 
analytischen Mechanik die wichtige Bemerkung gemacht, dafs bei einem System 
von materiellen Punceten, auf welche nach drei auf einander senkreehten Coor- 
dinaten-Axen (eben so wie bei den Problemen, in denen eine sogenannte 
Störungsfunetion existirt) solche Kräfte wirken, welche die partiellen Diffe- 
ventialquotienten einer und derselben Function (Kräftefunction genannt) nach 
den respecliven Coordinaten der Puncte sind, die dem Anfangswerthe der 
Zeit entsprechenden Werthe der Coordinaten und der nach den drei Axen 
zerlegten (Greschwindigkeiten, die Eigenschaft besitzen, als willkürliche Con- 
stanten der Integralgleichungen des Problems betrachtet, besonders einfache 
Störungsgleiehungen mit sich zu führen. In der That wird dafür das Diffe- 
vential eines jeden Anfangswerths der Coordinaten nach der Zeit, dem par- 
tiellen Differentialquotienten der Störungsfunction nach dem entsprechenden 
Anfangwerthe der Geschwindigkeitscomponente. gleich, und das Differential 
eines jeden Anlangswerths dieser Componenten nach der Zeit, stimmt mit dem 
entgegengeselizten Werthe des partiellen Differentialquotienten der Störungs- 
funetion nach dem entsprechenden Anfangswerthe der Coordinaten, überein. 

In den Monatsberichten der Akademie vom Jahre 1538 hat Jacob: 
zuerst dieselbe einfache Form der Störungsgleichungen, nicht allein auf den Fall 
ausgedehnt. wo die Kräftefunetion die Zeit explicite enthält, sondern auch na- 
mentlich gezeigt. dals für die Bewegung eines nicht mehr freien, sondern ge- 
sebenen Bedingungsgleichungen unterworfenen Systems von materiellen Puncten, 
statt der Anfangswerthe der Variabeln, die Anfangswerthe der diesen Be- 
dingungsgleichungen identisch genügenden Variabeln in diese Form der Stö- 
rungsgleichungen eingeführt werden können: endlich aber auch für den Fall der 
Planetenbewegung sechs andere Elemente als die gewöhnlichen angegeben. 
welche jedoch von diesen wenig abweichen und welche dieselben und damit zu- 
sammenhängende Eigenschaften mit den Anfangswerthen der Coordinaten und 


Geschwindigkeitscomponenten gemein haben. An einem andern Orte. im fünften 
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Bande der Comptes rendus, hat derselbe grofse Geometer auch die Ouele 
angegeben, aus welcher dieses und ähnliche Systeme von Elementen bei den 
übrigen Problemen der Dynamik fliefsen, indem er daselbst folgendes Theorem 
aufstellt: 

Wenn die r Bewegungsgleichungen eines freien Systems materielle: 
Puncte, deren Coordinaten ©, y, 2, 2, y,2 


„ etc. sind. die folgenden sind 














d’x oU, 02 

ar Ma, Tdr° 

d’y oU 82 

: A oy M oy ’ 

d’z oU , © 

gr Ye am 3, 78% eic.. 


dals m, m,, etc. die Massen der respectiven Puncte, / die Zeit, 7/ dis 
Kräftefunction, und 42 die Störungsfunction bezeichnen. und es ist # die 
vollständige Lösung der partiellen Differentialgleichung 


ro H( —) 4 I- u 


(wo das Summenzeichen auf ale Puncte des Systems ausgedehnt wird) ini 
den »—1 willkürlichen Constanten 








n—1* 
während 
Pis Pr, A FE I 
beliebige constante Gröflsen bezeichnen: so sind nicht nur 
oV oV oV oV 


— / — ß. are — N _,. -- — f-1-7 
da, Pı» da, 3, da,_ı I’n—1 ah 














die endlichen Integralgleichungen des ungestörten Problems. dessen Differen- 
tialgleichungen aus den obern dadurch folgen. dafs man 2 —0 setzt. mit den 
2n willkürlichen Constanten. 

h, 


Pı> Pas : ». Annas 7; 


Gy Oag :.. On 
sondern es besitzen diese Constanten auch aufserdem die Eigenschaft. dafs 
sie, als Variabeln in das gestörte Problem eingeführt, auf folgende Differential- 
„leichungen führen: 














de, __ 02 de, O8 de.” __ 082 dh 08 
er Di DE u d a MM 
dd _ 9 08 09%, _ da dB» __ 098 dt 02 
F Aue "SEE Size er u >>, ae: 7 


welches die obenerwähnte canonische Form der Störungsgleichungen ist 
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Während Jacob? selbst keinen seiner Beweise dieses Theorems, welches 
mit der in seiner berühmten Abhandlung im 17. Bande dieses Journals aus- 
einandergeselzten Hamelton- Jacobr'schen Theorie der Integration der dyna- 
mischen Gleichungen und der partiellen Differentialgleichungen aufs innigste 
zusammenhangt. bisher bekannt gemacht hat, findet man im 13. Bande des 
Journals von Zeourrlle eine kurze Ableitung desselben von Hrn. Desboves, 
nebst einer Anwendung auf die elliptische Bewegung des Planeten; wobei 
sich die von Jacob? oben erwähnten sechs Elemente ergeben. 

Nach dem bisher Vorgetragenen bietet sich das Problem: auf die Rotation 
eines festen Körpers um einen Punct diese eben auseinandergesetzte Theorie 
anzuwenden, von selbst dar. Ich habe mir daher die Aufgabe gestellt, auf 
diesem Wege ein ähnliches, und analoge Systeme von Elementen bei dem Problem 
der Rotation. durch Anwendung des angeführten Theorems auf diesen Fall der 
nicht freien Bewegung aufzufinden und dadurch ein neues und wichtiges Bei- 
spiel dieser Theorie auszuführen. Es geht aus dem Vorigen ebenfalls hervor, 
dafs dieser Zweck durch die Integration derjenigen partiellen Differentialgleichung 
erreichl wird. auf welche die Hamilton’sche Theorie in diesem Probleme führt. 

Wenn es übrigens nur darauf ankäme, ein System von Elementen zu 
linden. welches die obige Eigenschaft besitzt, so kann man dasselbe aus den von 
Poisson am angeführten Orte aufgestellten Störungsgleichungen auch ohne Wei- 
teres ableiten. Die dazu nöthige leichte Modification der oben angeführten sechs 
Conslanten besteht darin. dafs man an Stelle der Constante A, — 2%, setzt und 
statt des Elements y die Gröfse vw, = —zcosy einführt. Bezeichnet man die 
partiellen Dilferentialquolienten der Störungsfuncetlion nach den sechs Elementen 

FE FE m 70 > g 


durch hinzugefügte Klammern, so erhält man die Gleichungen: 
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Da aufserdem die Gleichungen: 








dh dt, 

77. 
cc A „da 
zeiny ze = —; + 0057 = 


aus der Definition von £, und w, von selbst sich ergeben, so gehen die von 
Poisson gegebenen sechs Gleichungen: 




















dh 998 08 

dt ” . 

dl 

TE +25, . 

da 02 

arm 

de 1 082 

dt xsiny Oy ’ 

dg ___ 02 cosy, 02 

- Zum 0%  xsiny 0y ° 

dy cosy 08 R 1 08 

dt r xsiny 0g Pa da ” 

sofort in folgende über: 

Bi; o8 de 02 dy, 02 
u: (FT = +5) dt w.r 3): 
Ad dg __ da 08 
du -Gn): de u dt me 


welche die oben erwähnte Form haben. 
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Über einige Grundformeln der Geodäsie. 


(Von Herrn Ferd. Minding, Prof. der Mathematik an der Universität zu Dorpat.) 


(Nach dem „Bulletin phys. mathem.” 'T. VII. No. 6.) 





In ersten Bande der astronomischen Nachrichten, S. 36 und S7, giebt 
Bessel unter Anderem auch Formeln, um aus den auf dem Erdsphäroid 
beobachteten Winkeln die wahren Werthe der Winkel geodätischer Dreiecke 
abzuleiten. Da sich nämlich die Richtung des ersten Elements der doppelt 
voekrümmten geodätischen Linien nicht unmittelbar beobachten läfst, so mufs 
man sich begnügen, den Winkel zwischen zwei, durch den Ort des Beobachters 
velegten verlicalen Ebenen zu messen. Zwar sind für sehr kurze Strecken 
beiderlei Winkel als völlig gleich anzusehen, nicht blofs auf dem Umdrehungs- 
Kllipsoid. sondern auf jeder krummen Fläche; bei den heutigen Messungen 
aber, wo Dreieckseiten vorkommen, welche einen vollen Grad sogar noch 
überschreiten. bedarf es der analytischen Entwickelung, um sich ein sicheres 
Urtheil über den Betrag des begangenen Fehlers zu verschaffen. 

Pesseis Formel beruht auf den von ihm im vierten Bande d. astr. N. 
(St. S6) entwickelten Ausdrücken für die kürzeste Linie auf dem Umdrehungs- 
Kllipsoid. Da jedoch an genanntem Orte ihre Herleitung nicht gegeben ist, 
so gedenke ich zuerst auf diese einzugehen, dann aber den Gegenstand 
allgemeiner zu betrachten. Man nenne « das Azimuth der geodätischen Linie 
AB bei A, « und « die redueirten Breiten der Puncte A und 3, w ihren 
Längen - Unterschied. und führe noch mit Bessel die Hülfsgröfsen (2 und o 
ein, welche einem sphärischen Dreiecke abe angehören, in welchen ab =- 6, 
ae—!ıan— wu, be—=ıIn—u, Zcab—=a, Zecab— 12 ist; so gelten foleende 
(rleichungen: 

(1.) sinu — sinw' c0s0-- cosw'sin0cos«., 


cos «sin $2 





2 taneo = 
ne < 4 & . . “ 
) . cos «’sin ee —sın u! cos u cos 


20) 
w = / 1— ecosw). dl, 


0 


oder, weil hier nur die erste Annäherung gebraucht wird: 


3) w= 424—teocosu'sine. 
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Werden ferner die Coordinaten von A und DB in bekannter Weise 
ausgedrückt durch 

(4.) x’ = acosu'; bay; Ft, 

(B.) 2 — acosucoso; Yy = bsinu; z — ACOSUSINW. 
wo b=ay(1-- e) die halbe Umdrehungsaxe bezeichnet, so ergiebt sich für 
die Neigung ? einer durch die Normale in A und durch 3 gelegten Ebene 
gegen den Meridian in A: 


(4.) tangı = 


cos u sinwy(1— e* cos u?) 








sin «cos u! — cos u sin u cos — e?cosu' (sinu— sinw') 

Setzt man in diesen Ausdruck anstatt ® seinen genäherten Werth aus (3.). 
entwickelt ihn nach e’, mit Vernachläfsieung der zweiten und höheren Potenzen 
dieser Gröfse, schafft mittels der Gleichungen 

cosasinf2 = sinasino, 
cosw coswcosL2 — 080 — sinu sin u 

und der obigen unter (1.) 42 und u hinweg, so dafs nur noch «', « und © 
zurückbleiben, und geht von den Tangenten auf die Winkel über; so erhält man 


! 
9 





. . i \ i j 
5.) e=?-— 4e cosu'sine |(1— )cosu'cos« — 2tang 40 — 0)sin u 


lang co 


oder, nach © entwickelt. wobei das erste Glied in der Anwendung schon 
allein ausreicht: | 
a — 1 — re 0° cosu” sind — +» -- 

Obgleich hiernach die Verbesserung des beobachteten Winkels 2 in wirk- 
lich vorkommenden Fällen nur die Hundertel der Secunde treffen kann, so würde 
doch eine störende Dunkelheit in den Grundlagen der Rechnung bleiben. 
wenn man ihre Entwickelung überginge. Diese wird aber beträchtlich ab- 
vekürzt. wenn man sie allgemein für jede krumme Fläche ausführt. Bring! 
man nämlich die Gleichung der Fläche. oder vielmehr ihres zunächst um einen 
Puncet A liegenden Theiles, auf die bekannte Reihenform 

3 = oje + P4y- 


und benutzt die Differentialgleichungen: 


Er, 5 


i #y , _dz 
ds? 4 ds? 


— 1 
ds? Ar’, 





m, u = _ ” 0 a 
r f} — dz f — 
u dx ” vr dy 


Linie, deren erstes Element mit x den Winkel g macht und deren Bogen s 





ist. so ergeben sich für eine von A ausgehende kürzeste 


ist, Reihen nach Potenzen von s, von welchen ich hier nur die ersten Glieder 
„+ 
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hersetze. nämlich: 


" = SC0SY — AO m ... y=ssinpg — Posingpts’ um = 0385 
0 — @c0sgp' + Psing” ist die Krümmung der Fläche in der Richtung 


des ersten Elements der kürzesten Linie. Bezieht man nun z,y,2 und s auf 
einen bestimmten Punct 3 dieser Linie, und setzt y= x tang?, so ergiebt sich 


FB 


tang? — tang p\ i 
” —ag3s 





oder 
2? — p-+-(a— P)osinpcosyts’--- 

Allgemein hangt daher die Abweichung der Anfangsrichtung eines kleinen 
Bogens der kürzesten Linie von der nach dem Endpuncte desselben gerichteten, 
durch den Anfangspunet gelegten verlicalen Ebene, hauptsächlich von dem 
Unterschiede der gröfsten und kleinsten Krümmung der Fläche im Anfange 
der kürzesten Linie ab. 

Auf dem Umdrehungs-Ellipsoid hat man für den Punct, wo z= «cost, 
y=ay(l—e')sina, 2—0, die Krümmung im Meridiane: 


y(1—.e?) 














RR: al— e?cosu?)? ” 
und im Breitenkreise: 
ie y(1—.e?) . 
" TT alt—e?cosu?i ? 
mithin 
ri yv(l—.e?) . e’cosw? 


P 9,3 
a(1— e* cos u)? 


oder, wenn man sich mit der ersten Potenz von e* begnügt: 





2 


in. 3 02 2 sin? ’ 








wie vorhin, da g dem obigen « entspricht und näherungsweise «0 = s ist. 

Im Allgemeinen dürfte es für die Darstellung der Geodäsie erspriefslich 
sein, die Rechnung. wenigstens in ihren Grundlagen, von jeder bestimmten 
Voraussetzung über die Gestalt der Erde frei zu halten. Diese Absicht, welche 
mich auch im Vorstehenden leitete, veranlafst mich noch zu den folgenden 
Entwickelungen; an welche sich einige in rein geometrischer Hinsicht vielleicht 
bemerkenswerthe Folgerungen anknüpfen. Dabei werde ich mich der Buch- 
staben », g, r, s, { stets in der Bedeutung bedienen, dafs 

dz = pdx- ydy, dp =rdı--sdy, dgy = sdce--Idy ist. 


Dreht sich ein Körper von beliebiger Gestalt um eine in ihm und im 
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Raume feste Axe, welche die der 2 sei, so ist bekanntlich y=Ap die Gleichung 


‚2 P 2 





. . . . .. Dos SL l IS 

einer Meridiancurve auf seiner Oberfläche. Z.B. für eu - + a —1 ist 
kb? . “ . 1) . | x 

y— a x diese Gleichung. Dieselbe umfafst nämlich alle Puncte der Fläche. 





deren Normalen der Meridian-Ebene y—= Az parallel sind, oder deren Zenith- 
puncte an der Himmelskugel in einerlei Meridian liegen. Für ein im Puncte zy: 
anfangendes Element der Meridiancurve hat man daher dy = kdp, oder pda 
— dp, mithin: 
dz:dy:dz = A:BD:C, 
wo 
A=pt—g, B=yr—ps, U Ap-By ist. 

Bezeichnet nun do das Bogen-Element einer kürzesten Linie im Puncte zyz, 
und dx, dy, dz seine Projectionen auf die Axen, so erhält man das Azimuth « 


desselben aus der Gleichung 
Ads-+ Bdy-+(dz 








cos ZZ PILBPLO).do 
und die Polhöhe P aus 
' 1 ana 
sinP = YArp Loy oder cotangP = y(p'-q'). 


Sind daher die Coordinaten einer kürzesten Linie nach Potenzen ihres Bogens © 
entwickelt, deren Coöfficienten von dem Anfangspuncte der Linie und der 
Richtung ihres ersten Elements abhängen werden, so lassen sich mittels vor- 
stehender Ausdrücke auch Azimuth und Polhöhe in Reihen nach Potenzen von ı 
darstellen. 
Für die Curven gleicher Polhöhe ist nach Obigem: 
p’-+-g° = Const., oder pdp--ydy = 0; 
daher: 
dze:dy:dz = 4:B':C, 
wo 
A=ps-g, B= —(pr- gs), © —= Ap- Big. 
Nur auf den abwickelbaren Flächen findet die Unterscheidung der Curven 
gleicher Zeit (wie man die Meridiancurven auch nennen könnte) und der 
Curven gleicher Polhöhe nicht Statt, da auf diesen, wegen p = funct. y, beide 
Arten von Curven in den geraden Linien der Fläche zusammenfallen, oder in 
leicht erkennbaren besonderen Fällen eine von ihnen unbestimmt wird. Ohne 
hierbei zu verweilen, schliefse ich die abwickelbaren Flächen, sammt der Ebene, 
von der folgenden Untersuchung aus. 
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Im Allgemeinen ist in Betreff dieser beiden Arten von Curven zu er- 
innern. dafs sie stels in Beziehung auf eine Axe gedacht werden müssen, 
welche die der x sein soll; dafs aber parallele Axen völlig gleichgeltend sind. 
Die zu einer Axe gehörigen Meridiane durchkrenzen sich da, wo die Normale 
der Axe parallel oder die Polhöhe ein rechter Winkel ist. 


Die obigen Werthe von ABA’B’ geben: 
4' Dr nn) \$/’22 ao. u 44 | v 
44 -—- BB —= (r- DVP — Y)s+py(t—r! = (rHC", 
so wie auch: 
AB —-AB —= (p-y)(s —rt). 
Sucht man nun den Winkel #4, unter welchem auf einer beliebigen 
Fläche die Meridianceurven von den Curven gleicher Polhöhe geschnitten werden, 


so erhält man 





a | AA BB +CE | | 
_ vA+B?LCH. YArLB®LON ’ 
und es ist: 
44 -+ BB --CÜ = (r—t--C)C', 
also 
cos = 0 für r+1- CC = 0 und für Ü' — 0. 

Es giebt also zwei Arten von Flächen, auf welchen die Meridiancurven 
die Curven gleicher Polhöhe überall senkrecht schneiden. Betrachten wir 
sie einzeln. 

Nach Einsetzung des Werths von € verwandelt sich die Gleichung 
r+1-0U=0 in 

1-Pt-+-(Ai+-g)r—2pgs = Vd. 

Diese Gleichung ist längst bekannt; sie ist die der kleinsten Fläche 
innerhalb eines gegebenen Umfanges. und wir sind daher zu folgender Eigen- 
schaft dieser Fläche gelangt: 

Wird eine solche Fläche auf eine beliebige Axe als auf ihre Drehungs- 
axe bezogen, so schneiden die Meridianeurven die Curven gleicher Polhöhe 
überall rechtwinklig. 

Die Axe. auf welche die Fläche bezogen wird, kann jede beliebige 
sein. da die Form der obigen Differentialgleichung der Fläche von der Richtung 


der rechtwinkligen Coordinaten unabhängig ist. 


Werden in einer Ebene mehrere Axen angenommen, so giebt es eine 
Meridianeurve M, welche allen diesen Axen zugleich angehört; nämlich die- 
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jenige, in deren Puncten die Normalen jener Ebene parallel sind. Zieht man 
nun durch einen Punct von 7 die diesen Axen eutsprechenden Curven gleicher 
Polhöhe, so folgt, dafs diese einander in jenem Puncte sämmtlich berühren. 
da sie alle die Curve #7 senkrecht schneiden. 


Die zweite Art von Flächen, auf welchen überall cosA = 0 ist. wird 
ausgedrückt durch die Gleichung 
U —=0 ode pyr—D)=(pP—y)s. 
Das Integral dieser Gleichung folgt, durch Wegschaffung von &, aus: 
fz = x200se + ysine--we, 
0 = ycose — .2sine- we; 
wo f und w willkürliche Functionen sind. Die geometrische Deutung dieser 
Formeln ist folgende. 

Legt man an einen Cylinder, dessen Seiten der Axe z parallel sind, 
eine Berührungs-Ebene, zeichnet auf derselben eine beliebige krumme Linie €), 
und wickelt hierauf die Ebene vom Cylinder ab: so beschreibt die Curve € 
die verlangte Fläche. Auf dieser sind die Querschnitte von gleichem 3 die 
Curven gleicher Polhöhe, und die darauf senkrechten Curven von conslantem e&, 
welche nichts anderes sind als die Curve C in ihren verschiedenen Lagen, 
stellen die Meridiane dar; beiderlei Curven sind also eben; auch sind sie die 
Krümmungslinien der Fläche, deren Verwandtschaft mit den Umdrehungsflächen 
nicht zu verkennen ist, in welche sie für we -—- ı’s — const. übergeht. 

Wenn die willkürliche Linie € eine gerade ist, so wird die Fläche 
abwickelbar, und die Polhöhe in allen ihren Puncten ist dieselbe. 

Auf einer beliebiger Fläche lassen sich, neben den astronomischen. noch 
andere Arten von Meridiancurven unterscheiden, namentlich diejenigen Curven. 
welche die Curven gleicher Polhöhe überall senkrecht schneiden; sie wer- 
den vielleicht am schicklichsten geodätische Meriditane genannt; und die 
Curven, welche die auf der Drehungsaxe & senkrechten ebenen Querschnilte 
überall unter rechten Winkeln schneiden, mögen hier Meridiane dritter Art 
heifsen, insofern die astronomischen und die geodätischen die erste und 


zweite Art bilden. - Differentialgleichung der dritten Art ist allgemein 
2 j yd. xrdy Ä 

gdz—pdy. Für u; + folgt hieraus 2— u; _ — =_ also y’ —= ka“ 

Sucht man ie ass auf welchen die Meridiane dritter Art die 


Curven gleicher Polhöhe überall senkrecht schneiden, so folgt, dafs letztere 
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mit den Querschnitten von gleichem z zusammenfallen, also der Gleichung 
p +g — funet. x unterworfen sein müssen. Diese Gleichung ist aber ein 
erstes Integral der obigen Differentialgleichung €’ — 0, auf welche man mit- 
hin durch diese Aufgabe wieder zurückgeführt wird. In der That fallen auf 
der oben betrachteten zweiten Art von Flächen, und auf ihr allein, die Curven 
sleicher Polhöhe mit den Curven von constantem & zusammen, und zugleich, 


nach dem Früheren, die astronomischen Meridiane mit den geodätischen. 
Dorpat,. den 30sten Januar 1849. 




















6. 
Uber den Umlauf des Springers auf dem Schachbrette 
(den sogenannten Rösselsprung). 


(Von Herrn Fergd. Minding, Prof. der Math. an der Universität zu Dorpat. ) 


(Aus dem „Bulletin de la elasse phys. mathı. de l’Academie des sciences de St. Petersbourg.” ) 


Diese allgemein bekannte Aulgabe ist zuerst in den Schriften der 
Berliner Akademie vom Jahre 1759 wissenschaftlich bearbeitet worden. wo 
Kuler nachweiset,. wie sich auf leichte Weise eine grofse Menge von Lösungen 
derselben. namentlich von wiederkehrenden Umläufen des Springers, finden läfst. 
Sein Verfahren besteht im Wesentlichen darin. dafs zuerst eine Reihe von 
Feldern besetzt wird, bis der Springer nicht weiter gehen kann, ohne auf ein 
schon betretenes Feld zurückzukommen; worauf man die schon besetzte Felder- 
reihe in solche Abtheilungen zu bringen sucht. welche sich in veränderter 
Ordnung, sowohl an einander, als an die noch offen gebliebenen Felder knüpfen 
lassen. Die Darstellung der Kuler’schen Behandlungsweise liegt jedoch nich! 
in meiner Absicht. und ist auch um so mehr entbehrlich, als jene in Legendre's 
Theorie des nombres, Bd. 2. S. 151 u. f. der zweiten Ausgabe, und in dem 
Artikel: „Springer auf dem Schachbrette” des Wörterbuchs von Alugel und 
Mollwerde, mitgetheilt wird. 

In den Abhandlungen der Pariser Akademie vom Jahre 1771 macht 
Vandermonde (Femarques sur les problemes de situation) mil Recht aul 
die Wichtigkeit der Untersuchungen aus der Geometrie der Lage im Allge- 
meinen aufmerksam. Er vergleicht den Umlauf des Springers mit dem Zuge 
eines Fadens. welcher in der Mitte jedes Feldes um eine daselbst aufgesteckte 
Nadel geschlungen, alle Felder nach dem hier vorgeschriebenen Gesetze ver- 
bindet: aber er beschränkt sich auf die Untersuchung besonderer symmelri- 
scher Anordnungen. Noch wird in oben genanntem Wörterbuche eine mir 
nicht bekannte Schrift von Colin angeführt (‚Solution du probleme du varalier 
au jeu des echecs, Mannheim, 1773), welche ebenfalls verschiedene Beispiele 
des Rösselsprunges enthält. 

Legendre berührt (S. 165 a. a. O0.) die Frage nach der Anzahl aller 
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möglichen Lösungen; und sie ist in der That hier die Hauptfrage, welche der 
Analysis zu beaniworten obliegt. Da aber dieser ausgezeichnete Geomeler 
sie als sehr schwierig bezeichnet und nur zu einem vorläufigen, von ihm selbst 
offenbar nicht für genügend erachteten Auskunftsmittel seine Zuflucht nimmt, 
so ergab sich die Nothwendigkeit,. genauer nach den Ursachen dieser Schwie- 
rigkeit zu forschen. und ich erlaube mir, was ich darüber gefunden, hier vor- 
zulegen. Zu einer wirklichen Zahlenbestimmung, oder vielmehr zur Kennt- 
nifs der Mittel, durch welche eine solche in allen Fällen erreichbar wäre. 
wenn es darauf ankäme. bin ich zwar nicht gelangt; wenigstens aber wird 
das Folgende zeigen, dafs nur der allerdings fast unübersehbare Umfang einer 
auf sehr viele und sehr grofse Zahlen führenden Rechnung der Ausführung 
derselben entgegensteht. Es würde ein schöner Fortschritt der Analysis sein. 
wenn man dahin gelangte, dieses Hindernifs durch treffende Näherungen zu 
überwinden; wie es in andern Fällen, die mir jedoch weniger verwickelt 


scheinen als der vorliegende, gelungen ist. 


Ich bezeichne die Felder des Schachbretts durch Zahlen, welche man 
als die Coordinaten ihrer Mittelpuncte ansehen kann, und setze den Anfang 


der Coordinaten in ein Eckfeld. Für dieses ist also 2=0, y==0; für das 
ihm schräg gegenüberstehende Eckfeld = —=1T, y==T. Das Feld, für welches 


£2=4,y=b, werde durch (a,b) bezeichnet; wobei die Ordnung der Buchstaben 
zu beachten ist. Von (a, 5) kann der Springer mit einem Schritte auf alle 
diejenigen Felder gelangen, welche durch (@«+2,d+1) und durch («+1,b+2) 
angedeutet werden, wofern ihre Coordinaten die Grenzen O und 7 nicht über- 
schreiten. Ferner belege ich jedes Feld mit einem Zeiger, d.h. mit einer 
der Zahlen von 1 bis 64, in ganz beliebiger Ordnung, so dals jedem Zeiger 


nur ein Feld entspricht. 


Es sei @ der Zeiger irgend eines Feldes und ?, 7, d,... seien die 
Zeiger aller derjenigen Felder, welche der Springer von « aus in einem 
Sprunge erreichen kann, und welche ich deshalb die dem « benachbarte 
Felder nennen will, worunter also die anliegenden necht zu verstehen sind. 
Wird nun der Springer auf ein beliebiges Feld A gesetzt. so entsteht die Frage, 
auf wie viele verschiedene Arten er in zn Sprüngen das Feld « erreichen 


(2 


kann. wenn die wiederholte Besetzung jedes Feldes gestaltet ist; es sei wo, 
die Anzahl dieser Arten. (Wenn man die Felder in gerade und ungerade 


(schwarze und weifse) eintheilt, so mufs & mit A gleichartig oder ungleich- 
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arlig sein, je nachdem die Anzahl » der Sprünge gerade oder ungerade ist: 


wenn diese Bedingung nicht erfüllt ist, so ist w, — 0.) 


Da der Springer nur unmittelbar von 9, y, Ö,... aus auf « gelangen 


kann. so erhält man zur Bestimmung von », sofort die Gleichung 
[24 p Y Ö 


d 
e . , N a 
(4.) ww, = UM n—-1T u ur Ed 


welche den nten Sprung auf den »a—Iten zurückführt. Solcher Gleichungen 


erhält man für jedes Feld eine, indem man dem Zeiger @ nach und nach alle 
-@a@ 


Werthe 1. 2. 3. ... bis 64 beilegt. und da man die Werthe von :e, für den 
ersten Sprung oder n=—=1 sämmtlich kennt. indem sie für alle dem A be- 
nachbarten Felder = 1, für die übrigen —=0 sind, so kann man, mit Hülfe 


[04 


des Systems der 64 Gleichungen, A, w, für jedes Feld und jede Anzahl von 
Sprüngen berechnen; wodurch die Aufgabe gelöset wird. 

Dieselbe Aufgabe läfst sich auch mit der Bedingung verbinden. dafs 
irgend ein Feld in allen Sprüngen unbesetzt bleiben soll. Ist 5 ein solches 


ausgeschlossenes Feld. so ist ın, (für alle n)=0, und zugleich fällt aus A 
diejenige Gleichung weg. welche den Übergang von den benachbarten auf 
das Feld 5 ausdrückt; man hat also in A eine Gleichung und eine Unbekannte 
weniger als vorher. Überhaupt fallen aus dem Systeme 4 so viele Gleichungen 
und so viele Unbekannte hinweg, als Felder ausgeschlossen werden. und die 
Anzahl der Gleichungen A und der daraus zu bestimmenden Grölsen ist in 
jedem Falle der Anzahl der noch übrigen (offenen) Felder gleich, und heifse ». 
Man belege die offenen Felder mit den Zeigern 1.2, 3 bis 2. Es sei « einer 


derselben und (a, d) das ihm zugehörige Feld; man bilde das Product w,.e" y' 
für dieses, und eben so für alle übrigen offenen Felder, und bezeichne die 


Summe aller dieser Producte durch U,. Es ist dann das Polynom U, — In,“ v”, 


in welchem das Summenzeichen sich auf alle Zeiger von @=1 bis «=: 
erstreckt, ein alle beim nten Sprunge möglichen Fälle zugleich umfassender 
Ausdruck. Um nun auf den n--1ten Sprung überzugehen, mufs man U, mit 
einem dem Gange des Springers nachgebildeten Factor U multiplieiren, näm- 


U = («+ )y + )4@@+4)0+4) 


und aus dem Producte alle diejenigen Glieder weglassen, in welchen negative, 
10 * 


lich mit 
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oder auch die siebente überschreitende Potenzen von x oder von y voi- 
kommen: so wie alle Glieder, welche sich auf die ausgeschlossenen Felder 
beziehen. Dieses Weelassen bezeichne ich durch Einschliefsung des Products 
U7,.U in eckige Klammern und neme [U,.U] ein abeekürztes Product. 
Man erhält also 
U ee a er 

welche Gleichung nur eine für den Ausdruck bequeme Zusammenfassung der 
Gleichungen (.4.) ist. Ein Beispiel mag dienen, um einige Mittel zur Abkürzung 
anzudeulten. welche sich bei dieser Rechnung darbielen. 

Auf wie viele verschiedene Arten ist es möglich „ auf 
einem Rechlecke von dreimal vier Feldern in 11 Sprüngen 
aus einem Eckfelde (0, 0) auf das ihm schräg gegenüber- 2 
stehende Eckfeld (2, 3) zu gelangen, wenn das Ausgangsfeld | 











(0. 0) gar nicht mehr, und das Endfeld (2,3) nur erst mit 





dem I1ten Sprunge besetzt werden darf? 0172 


Hier ist also (0,0) überhaupt und (2,3) bei den 10 ersten Sprüngen 
ausgeschlossen. Die -_—- Producte sind bis U, folgende: 


U, = [U] - y-ıy., 

UV, hr / v1. u er Ly?-+ay, 
u; 2: 2y- 22%) 4 cy, 

U, = ni 1.3, 2 +Ba’y'+ day), 
Ag Gr 10y--72°y--32y?--3y°. 


U, — 183.4 Bay ar 192°," 417 ay”. 

Anstatt auf diesem Wege weiter zu rechnen, fange man von (2, 3) 
an und entwickele eine der vorigen entgegenkommende Reihe von 5 Sprün- 
sen; wobei ich die abgekürzten Producte mit V,.F, u. s. f. bezeichne. Man 
hat also 

== fr Vl—2yHY”. 
Die hier obwaltende Symmetrie macht aber die Berechnung der V überflüssig, 
denn man erhält V, dadurch, dafs in U,, x“ mit x’, y’ mit „°”° vertauscht 


wird. Es folgt daher sofort: 
V, = 3r°’-+3Iry - - 100’ y° -6ey". 
Da man also in 6 Sprüngen auf 13 Arten von (0, 0) auf (2, 0), und 
in 5 Sprüngen auf 3 Arten von (2, 3) auf (2, 0) oder von (2, 0) auf 
(2.3) gelangt, so giebt es überhaupt, mit Rücksicht auf die Bedingungen der 
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Aufgabe, 13.3 solche Übergänge in 11 Sprüngen von (0,0) aul (2, 3), bei 
welchen mit dem 6ten Sprunge das Feld (2,0) besetzt wird. Wendet man 
dieselbe Betrachtung auf alle bei dem 6ten Sprunge erreichbaren oder in Ü, 
vorkommenden Felder an. so erhält man überhaupt die Anzahl C der mit 
11 Sprüngen unter den Bedingungen der Aufgabe möglichen unterschiedenen 
Übergänge von (0, 0) auf (2. 3), nämlich 

C — 13.3+43.3+13.74 19.10 -- 17.6 = 431. 


Die nähere Untersuchung der Zahlen :», führt auf gewisse rücklaufende 
Reihen. deren Glieder sie sind. Es ist nämlich nach A: 


[04 pP Y Ö 
wa = ww Tw +0 4°, 
[74 pP Y Ö 
u, = WW, . ıT WW. P JE a 
it pP Y A) 
W.1-i = Wi T Wi 7 Wn-i 7 
Werden diese Gleichungen der Reihe nach mit unbestimmten Coöfficienten 
l. &. &, ... & multiplieirt und die Producte addirt, und setzt man 
[94 (£ 104 [74 [#3 
ww. ET &W„_.T RT 1 &E;W,_ı —. W,. 


so ergiebt sich die Formel: 
(X ni > Ä 
i ’ i N ar } r 
(B.) W „17 = W„— „ ” + 1; an 
welche ein System von 2 Gleichungen vertritt, da sie für «1, «2, .. 
@==? gilt, wobei auf der rechten Seite für jedes & die Zeiger der ihm 
benachbarten offenen Felder zu setzen sind. Bestimmt man nun die 2 Coef- 


licienten & durch eben so viele Gleichungen 
104 
Wi ie 2, 3... Ar, 


so folgt aus (B.), W;,,=0, und überhaupt #, — 0, für jedes », welches 


sröfser ist als 2, und für jedes « von 1 bis 2. Die Werthe von w, bilden 
also für die verschiedenen r eine rücklaufende Reihe, deren Scale für alle « 
dieselbe is. Man kann sie daher auch als die Coöfficienten der Entwicklung 
von ? rationalen algebraischen Brüchen betrachten, welche alle denselben Nenner 
haben. Es sei £ eine unbestimmte Gröfse, so ist t =! st" Leaf" ee 
dieser Nenner: und man hat 


I @ & a& 
—_ had w; BE 
ve 4 1? 1197 
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Bedient man sich des oben angewandten Zeichens P#F in einem etwas 
erweiterten Sinne. indem man 


[#4 [#4 [74 & [r4 
BP 5; | | | i 
W, = ww Wat T&-1W0, 
und überhaupt 
Ü& [64 [7 ‘ 
WW, = w_u.+&Wo-ı + Ei x-1Wı 


für k—0, 1,2, ...2—1, also W, = w, selzt, so ergiebt sich der Zähler yf 
wie folgt, nämlich: 
[#4 a 94 & 
pt = WW WofH+ + Wie. 


Durch Zerlegung in einfache Brüche erhält man eine unabhängige Darstellung 


von 0,„. Sind die Wurzeln der Gleichung w=0 alle von einander ver- 











schieden und heifsen sie /,. &,...Z;. so findet sich 
tt a u 4 u . 
Vu tt | 1-t, i-t; 
folelich 
7 Fa 77 File 02,77 Aush RE EEE 27 ‚77 Zuute 
[#4 
. » . % . ni 
Die Bestimmung der & beruhte auf den Gleichungen W,,, = 0. oder 


auf den Gleichungen: 


! l l 1 
ww. Tr TEW;- +80 = U. 
W;.; 4- &,W; + &W;_ı -- ... u 0, —= 0. 


z i i 


ww 


l I 


Sie wird also dann. und nur dann, nicht 


... + E;Ww, = (. 


ausführbar sein, wenn die Deter- 


1 2 3 


I 
minante I; = I +w, we, ....20;, Welche den Nenner aller & bildet, gleich Null 


ist. In diesem Falle können aber immer folgende 2 Gleichungen bestehen, nämlich: 


N 1 1 1 
| | 
. 1:_, mw; £& D;_ı + & W;_> ge T Bin m; =—- 0. 
2 e. ) 2 
| u ES N u 
A_,Ww; TaW ı TRW;_2T - 8500, u Q, 
i—1 i—1 il i—1 
I ww t+&Wan +. FEW = (0, 
1 1 i 
{ b | } | P PIOENEHENR \ 
I Ww;-- EU 1 T RW; - .. 7.3, = 0). 


und mulfs 


es 


also wenigstens eine die Folge aller übrigen sein; sei es die 
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letzte, welche deshalb eingeklammert ist. Die unbekannten & erhalten dann 


1 2 3 i—1 
alle den Nenner 4;_, = F+twWmw;,...%;_,,. Welcher im Vorstehenden ab- 
vesondert ist, so dafs &,, &, ... &_, nur noch die zugehörigen Zähler bedeuten. 


Wenn nun 4;_, nicht Null ist, so gelten hiernach die Gleichungen W,, = 0 
schon von 2 =? an, und die gemeinschaftliche Scala der rücklaufenden Reihen 
wird um ein Glied verkürzt. Ist aber auch /;_, =0, so ist von den Gleichungen 
€ aufser der letzten noch eine, es sei die vorletzte, Folge der übrigen, und 
die Scala nimmt wieder um ein Glied ab. Durch Fortsetzung dieser Schlufs- 
weise scheidei man nach und nach alle diejenigen unter den Gleichungen € 
aus. welche aus den übrigen folgen. Wäre nun sowohl /,;,—=0, als auch 
I, =0, 4,0 u. s. f. bis 4,=0, so mülsten alle Gleichungen € identisch. 


d.h. alle »,=0 sein; d.h. der Springer hätte für den ersten Sprung gar 
keinen Ausgang; diesen Fall kann man ausschlielsen. 
Hieraus ergiebt sich, dafs es, wenn es unmöglich ist, den Gleichungen 


W;.,==0O zu genügen, weil 4;—0 ist, alsdann immer möglich sein muls, einem 


ähnlichen Systeme von Gleichungen W,,, =0 für «—=1, 2, 3,...2 genug- 
€ bes 
zuthun. in welchem 7 kleiner ist als 2; woraus wieder wie vorhin folgt, dafs 


L 


alle «=, für verschiedene » rücklaufende Reihen bilden, nämlich eine für jedes «, 
und dafs alle diese Reihen dieselbe Scala von höchstens 2 Gliedern haben. 

In der Anwendung unterscheidet man leicht die Felder, welchen wegen 
der Symmetrie ihrer Lage fortwährend für dieselben » gleiche vw zukommen: 
und wenn man diese mit einerlei Zeiger belegt. so vermeidet man die un- 
nölhige Häufung der unbekannten Gröfsen und die daraus entspringende Noth- 
wendigkeit. identische Gleichungen auszuscheiden. Wenn aber durch Aus- 
lassung einiger Felder die Symmetrie gestört wird. so hören auch diese Ver- 
einfachungen auf, von welchen ich hier noch ein Beispiel gebe. 

Auf einem Quadrate von 25 Feldern gehe der Springer vom Mittelfelde aus. 






































ohne dieses Feld wieder betreten zu dürfen: auf wie viele ern 
Arten kann er in 2 Sprüngen auf jedes der übrigen Felder ge- ih | u 13/4 
langen, deren wiederholte Besetzung unbeschränkt freisteht? | 3 | 2 1 | 2,3] 
Nach Ausschlufs des Mittelfeldes (0) zerfallen die 1/1011 | 2 
übrigen 24 Felder in 4 durch die eingeschriebenen Ziffern 3 | alıla | 3 
1. 2, 3, 4 unterschiedene Gruppen. Den Feldern, die der- a rs 
selben Gruppe angehören, kommen für alle n gleiche » zu, | | BEL. | ® 
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1 2 3 4 
und so ergeben sich also 4 Unbekannte, nämlich ww,., w,. w,. w,. Die Be- 


trachtung der Figur liefert sofort die Gleichungen: 


N 2 4 
0... — 4w,-+2w,. 
2 l 3 
Do, = ?w,+2w,. 
Be; ie 

+ 1 

Dr  : 


besiimmit man nun &. &. &, &, aus 


w,- EU, 4-80, -- 804 8%, — 0 


für = 1.2, 3, 4, indem man die nölhigen ww» mit Hülfe der Anfangswerthe 


l + 


2, 0. ww, 0, vw, —=1. ww, =0 aus den vorstehenden Gleichungen her- 


leitei. so erhält man: 8 =0, 8 —= —16,. 3 =0, == 16. mithin 
vlt — 160° -- 16. Hieraus findet sich gf für alle 4 Fälle; wie folgende 
Tafel zeigt: 

SD ib, 2 —8 Wr — St ibn 16 _ wi 

77 a: We: et u, ge 


is sei wi Ü—g,\ EC —h),, nämlich y„=8S--4y3, h=8—4y3, so wird: 











"— Mh 1 
Wo. a er un na = 0. 
u (v3-+I)y" +3 —1)h 
V Weg FE > . 
u p vs 
r (yd I)" +-y5+-Dh : ’ 
Mn... en 373 r m. eh, 
Ze En 2 (y" —h") 
u . a A v3 


Mil diesen Hülfsmitteln. und abgesehen von der wahrhaft unermelslichen 
Länge der Rechnung. kann man die Beantwortung der Hauptfrage unternehmen. 
Sie lautet: 

Auf wie viele verschiedene Arten kann der Springer in 63 Sprüngen 
von einem gegebenen Felde (a, db) oder A des Schachbretis auf ein ebenfalls 


vegebenes (dem A nolhwendig ungleichartiges) Feld («, b’) oder DB gelangen. 


ohne eines der übrigen Felder unbesetzt zu lassen? 
Ich nenne 4 und B die Endfelder. die übrigen die Zwischenfelder. 


und bezeichne diese in beliebiger Ordnung mit den Zahlen 1. 2. 3. 4. ... 62. 
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Noch sei bemerkt, dafs im Folgenden keine andere Art von Übergängen von 
A auf B, jedesmal in 63 Sprüngen, vorkommt, als solche, bei welchen das 
Feld A, von dem der Springer ausgeht, gar nicht mehr, und das Feld B 
nicht eher als mit dem 63ten Sprunge besetzt wird. Diese Bedingung muls 
ergänzend hinzugefüg! werden, so oft eines Überganges von A und B er- 
wähnt wird, da ihre ausdrückliche Wiederholung lästig sein würde. 

Auflösung. Man berechne die Anzahl aller in 63 Sprüngen möglichen 
unterschiedenen Übergänge von A und B; sie heifse €. 

Man berechne die Anzahl aller derjenigen in 63 Sprüngen möglichen 
unterschiedenen Übergänge von A auf B, bei welchen das Zwischenfeld 1 
niemals betreten wird; sie heilse Ü\. 

Eben so berechne man die Anzahl aller in 63 Sprüngen möglichen 
unterschiedenen Übergänge von A auf B, bei welchen das Zwischenfeld 2 
ausgeschlossen wird; sie heilse (5. 

Auf diese Weise schliefse man nach und nach alle Zwischenfelder. 
jedes einzeln. aus; so ergeben sich die Zahlen (,, G, C;. ... Ci. 

Man schliefse irgend zwei Zwischenfelder &@ und 5 zugleich aus; die 
Anzahl der alsdann in 63 Sprüngen noch möglichen, von einander verschiedenen 
Übergänge von J auf B heifse C,,. Diese Rechnung für jede Verbindung 
der Zwischenfelder zu zweien vollzogen. giebt 61.31 == 1891 Zahlen €, .. 
Er 

Man schliefse je drei Zwischenfelder zugleich aus, so ergeben sich 
61.31.20 —= 37820 Zahlen Ü\,:; u. s. f. bis C,uso- 


So fortfahrend schliefse man nach und nach alle Verbindungen der 





Zwischenfelder zu 4, zu 5, u.s.f. aus, wodurch sich noch viel ausgedehntere 
Zahlenreihen ergeben; bis man zuletzt durch Ausschlufs aller Zwischenfelder 
zur Zahl Ü,,,.. gelangt, welche, wie schon viele vorhergehende, gleich Null 
ist. Alsdann ergiebt sich für die gesuchte Anzahl N aller in 63 Sprüngen, 
ohne Auslassung und mithin auch ohne wiederholte Besetzung eines Feldes. 
auf dem Schachbrette möglichen unterschiedenen Übergänge von A auf 3 fol- 
sender Werth: 

N=C—C+ C.-+ 0, - Ce)+(Cı2+ CO, -! Cu.a)—( 123 7°" C.1.62) 
+ ee a 
Beweis. Man wähle einige Zwischenfelder beliebig aus und untersuche, 

wie oft die Anzahl {z) der Übergänge, bei welchen alle diese und nur diese 

Zwischenfelder leer bleiben, in vorstehender Formel gesetzt ist. Sie ist in €, 
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der Anzahl aller möglichen Ubergänge, einmal gesetzt; in (U, +- O4... +0, 


623 


vmal, wenn v die Anzahl der ausgewählten Felder ist. Sind nämlich 1, 2,3, ...v 


die Zeiger dieser Felder, so ist die Zahl z in jeder der Zahlen ©,. C,,... €, 
einmal, in den übrigen C,,,...C,, gar nicht gesetzt. In jeder der Zahlen 
CU» Cs. --:C,_,,., in welchen alle Verbindungen von zweien der Zeiger 
1. 2.3. ... v vorkommen, ist x einmal gesetzt, also in (Ü.-+-C,;- 
Cs) 4v(r—1)mal, da es’ in den übrigen Zahlen dieser Reihe gar nicht 
vesetzit ist. Auf diese Weise fortschliefsend findet man. z in der Formel 


für N sesetzt: 

1—v-+-4v(v—1)— :-- = (1—1)’ = Omal: 
folglich wird in dieser Formel nur die Anzahl der kein Feld ausschliefsen- 
den Übergänge von A auf B einmal gesetzt; w. z. b. w. 
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T. 
Über die Wirkung des durch eine Drathspirale 
sehenden elektrischen Stroms auf eme m der 
Spirale befindliche weiche Kisenmasse. 


(Von Herrn Dr. Hadenkamp zu Hamm.) 





In ‘7ten Bande der Annalen für Physik und Chemie von Poygendorf 
habe ich die Formeln entwickelt, welche im Allgemeinen die Anziehungen 
ausdrücken, die ein, durch eine Drathspirale geliender elektrischer lineäreı 
Sirom auf ein magnelisches Theilchen in jeder beliebigen Lage gegen einen 
solehen Strom ausübt. Bezeichnet man nemlich die Goordinaten eines lineären 
Strom-Elements Os durch x, y, &5 die des magnetischen Theilchens durch 
a, 9, ys die Entfernung beider durch 7, und den Halbmesser der eylindrisch 
angenommenen Spirale durch 5: so habe ich am angeführten Orte gezeigt. 
dafs man für die Wirkungen. welche Strom und Magnetismus nach den drei 
Coordinaten-Axen auf einander ausüben, folgende Ausdrücke erhält: 


Y u in —7)0s 
« GEBE 7 y’ . 


y wu SZ y)os 
Er b [3 y’ h 


e HT  x(2—e) Krir—-aM 2 


b « y’ 











ı: bezeichnet in diesen Formeln die Intensität des Magnetismus im angenommenen 
magnetischen Massentheilchen. und @ die des elektrischen Stroms; die Axe der 2 
ist die Axe der Spirale. Diese Formeln sind aus den beiden, als allgemein 
oültig zu betrachtenden Sätzen abgeleitet, dafs, einmal, die bewegenden Krälte. 
welche Strom und Magnetismus auf einander ausüben. sich direct verhalten, 
wie die Producte der Intensiläten dieser Kräfte. und umgekehrt wie die 
Quadrate ihrer Entfernungen von einander, mulliplieirt mit dem Sinus des 
Winkels, den die Entfernung # mit der Richtung des Strom-Elements ©s macht; 
und dafs ferner die Richtung dieser bewegenden Kräfte senkrecht aui der 
durch ©ös und r zelepten Ebene ist. 

Ich will jeizt hier von diesen Formeln keine Anwendung aul die Wir- 


11 * 
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kungen desjenigen Magnetismus machen, der durch die Einwirkung eines durch 
die Drathspirale gehenden elektrischen Stromes in weichem Eisen hervorge- 
rufen wird. Ich nehme hierbei an. dafs in jedem Massentheilchen ©n des 
weichen Eisens, die Intensität der magnetischen Kraft, welche der Strom darin 
hervorruft, der Strom-Intensität selbst proportional sei. Unter dieser Voraus- 
setzung gehen die obigen Formeln in folgende über: 


/ r BG Os om 
u N 
am h N 3 
| a 2: nz 
0 RER, 
Zı — // En -ÖSOM. 


Diese Integrale sind auf die ganze Spirale, durch welche der Strom 











geht, und auf die ganze Eisenmasse, die der Einwirkung des Stroms ausgesetzt 
ist, auszudehnen. 


Es sollen von diesen allgemeinen Formeln auf einige specielle Fälle 
Anwendungen folgen. Es sei zuerst die weiche Eisenmasse ein Cylinder, 
dessen Axe mit der Axe der eylindrischen Spirale zusammenfällt und dessen 
Durchmesser gegen die Länge unbedeutend ist. Für diesen Fall verschwinden 
die Anziehungen nach den Axen der x und y, und da auch «—0 und 3% =0 
ist, so erhält man für die Wirkungen nach der Axe der 2 folgenden Ausdruck: 


.) ü os om 
u uf _—_—: 
ü 


Setzt man den Halbmesser der Grundfläche der Spirale —=b, dessen Länge / 
und die Länge des Eisencylinders /', so wird, wenn die Drathwindungen 
mit der Axe der Spirale den Winkel » machen: 


ossinv = ür, P —b--(—y), 


Z Ob /J- O30m j 
ms tet 


Der Anfangspunct der Coordinaten ist in der Mitte des Eisenceylinders. Für 
die Wirkung der ganzen Spirale auf das Element Om des Eisencylinders hat 
man den Ausdruck 


also 














(‚-+M)Om vom )- 


sinv m Gate vH’) 
Um die ganze Wirkung der Spirale auf den ganzen Eisencylinder zu finden, 
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seize man den Halbmesser des Cylinders =g. Dann ist öm = o'n0y, folglich 


zZ + IHN H Zu 


sin v | 
- VL HI YET 

Legt man durch die Axe der Spirale einen Schnitt, und zicht von den End- 

puncten des Eisencylinders nach dem Umfange der Drathspirale »n diesem 

Schnitte Linien, so bilden dieselben mit / und /’ ein Trapez, dessen parallele 

Seiten / und !’ sind. Nennt man die Diagonalen dieses Trapezes © und ©. 

die nicht parallelen Seiten d und Ö’, so kann man die Wirkungen der Spirale 
auf den weichen Eisencylinder wie folgt ausdrücken: 
— 1009) 


sınv 


Porbsn 
l’ 
Es wird jetzt weiter angenommen, dafs die weiche Eisenmasse, auf 
welche die Spirale wirkt, ein längliches Ellipsoid bilde, dessen längste Axe 
mit der Axe der Spirale zusammenfällt. Die Cosinusse der Winkel, welche 
die Linie mit den drei Axen des Ellipsoids bildet. seien »p, 4, /; dann 
sehen die Gleichungen (1.) in folgende über: 


X or‘ 17 iom 
m tom 
T y Ös Ik 2: 


DZ — [Jos /2* fyö Kae. 


Nun sind Ber SE, I- die Anziehungen des Ellipsoids aut 


r” z 
den Punct (x, y, 2), zerlegt nach den drei Axen des Ellipsoids, wenn das 


Newtonsche Anziehungsgesetz gilt. Nennt man diese Anziehungen 2A, yB, :C, 
so werden die vorhergehenden Gleichungen zu folgenden: 


FM ang 


Y/ u 





4 a 
— (O- +0 0—() = ——(0- - 0 —0—l). 


ii 














ER. z yzCös, 


z — 5 ( Ja’4ös- /y’Bös). 
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Man nehme an, das Ellipsoid sei ein Rotations-Ellipsoid: eine Form. die 
man dem Eisen zu Versuchen am leichtesten geben kann; die kleinen Axen seien 





inander gleich. Dann ist 4—= B, und da immer &° -+- y” — b? ist, so erhält man 


,3 


X —= x2Cös, 
b 


(2.) Y— — /yzCös. 


v7 z > ” b A Ö $, 





- 


Gröfsen A, €, Cs sind nur von den Coordinaten 2, y, z abhängig. 
Y und # verschwinden für die Wirkung der ganzen Spirale auf das Ellipsoid. 
nd es bleibt mithin nur die Wirkung nach der Axe der Spirale zu betrachten 


Bekanntlich isi der Werth von A: 
3m ) 1—1 
nein ee - — 4log( —— )). 
(— @’ )? 4— 1 Bu 1+4 


wenn «4 die halbe kleine und e die halbe grofse Axe des Ellipsoids bezeichnet. 
Wenn ferner die halbe kleine und die halbe grofse Axe des durch den Punct 


‚y,= gelegten verlicalen Ellipsoids durch «, und c, bezeichnet werden. so ist 
ec —ıu e’— u” a?” 
/ en © ee 
z gi pn 
} Ü» » r » 
Da os = —— ist, so mufs man. um den Werth von Z zu finden. auch 
sın v 


durch » ausdrücken: und dies geschieht durch die Gleichung des durch den 


Punet (2, y, 2) gelegten confocalen Ellipsoids: 











' h° . ei, 1° 
! a Br ad ee gr 
a” 0 a ! a*(i— A?) 
Hieraus erpieb! siel 
a” b° 
% Wi A? ‚ PER} 
2. 3 bm j AR. las re )ö: 
Ei u aeg 7 02 F) 
sn) ae Heel TI 
un MA—IN, 220 . ER 
nd ua JE= 05 \ 73 log 1723 2; IE ist, So findet sich 





| | ie e) dee zlog 7) 
(757 log (7 ti. ET 1— 4° 
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Setzt man 2 —=42, so läfst sich die Integration dieses Differentials leicht aus- 
führen. Es ist nemlich dann: 














102z—20  Or—2zdd BL x 0% RE 
2} | u 7er u ne au’ 
1 _ "-+a’—.ır? oA? 4 OX" 
a4 Zu b* u 1 6 Zr Zu 
daher 
"202 — 204 a®—h’ a+ı \ 
mr u EI + 5 ei — 


Um die Grenzen des Integrals zu finden, sei die Entfernung des dem Mittel- 
puncte des Ellipsoids zunächst liegenden Endes der Spirale z,. und die Ent- 
fernung des andern Endes 2,; werden dann die den s, und 3, entsprechenden 
Werthe von 4 und x durch A, und 4,, x, und &, bezeichnet, so erhält man 
für die ganze Wirkung der FARO auf das en den Ausdruck: 


37” bm et gr Ban di 
y Ernte . 1 ( —: ) 
Z, a’sinv b? - ” «log a—ıX, )— - ‚log 144 


TE — 72. + alog Er) lo) |: 


Zur Bestimmung von A, und A, aus 3, und 2, dienen die besondern Gleichungen 








> 





’ a? b? 
23ı = rm Er 
2" 1—4! 
. a? b? 
2} 5. 


aus welchen man für A, und 4, folgende Werthe erhält: 
22, = ru = at Het Ya + 0 hi ziy7 — 4da’zi). 
223 — a5 = at tel HUHN —AaR zn). 


Ich bemerke noch, dafs die gegenseitigen Asche der magnetischen 


mr) 
2. 


nv 
A] 


Theilchen in dem Ellipsoid in den gegebenen Formeln nicht berücksichtigt sind. 
Hamm, den 11ten August 1851. 











8. 
Aufgabe, nebst Auflösung. 


( Vom Herausgeber. ) 





N achdem man die Zahlen 1, 2, 3, 4,...p, wo p eine NSltammzahl 
(Primzahl) > 3 ist. in eine wagerechte Reihe geschrieben hat, sollen alle 
dieselben Zahlen in »—1 andern wagerechten Reihen gerade darunter und 
in stels veränderler Ordnung so geschrieben werden, dafs, eben wie in keiner 
der wagerechten Reihen, auch in keiner lothrechten und in keiner der beiden 
diagonalen Reihen, desgleichen in keiner der Reihen, die mit den Diagonalen 
parallel laufen, eene und dieselbe Zahl mehr als einmal vorkommt. 

Man erreicht dies, wenn man jede zunächst gerade unter einer Zahl 
stehenden Zahl um eine der Zahlen k—=2, 3, 4, ... p—?2 gröfser macht. 
als die darüber stehende Zahl und, falls die Summe gröfser als p ist. » davon 
abzieht und stati der Summe den Rest schreibt. 


Dies giebt z. B. für y=1: 




























































































ürk=?2 für k=3 fürrk=4 
ılelslalslei7| Jıl2]3ja]5|e|? ı|2|3lal5|6|7| 
Islalslelzlıle| Jalsieizjılels 5lelrlılelsla 
Sahara Feeeasfel elslalslelrlı 
zlı'2|3lal5sieı 3/4/5/6|7|1|2 6/7)1|2|3[/4|5 
zsase:r jerelals| Blalslejziılz 
assız2is) j2]sjalslejzlıl |rial2lalsls|e 
I6/rl/ıl2el3lalz5 516|7/1|21314 4|5|6|7|1|2)3 
fürk=5 

112|3|4|5|61|7]| 

sr ılais als 

alsle'Tlılels 

'2lajalslelzlı, 

T/1121314|5|6| 

Sielrılelsia 

3/alsjelzjılz 
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Der Beweis ist folgender. Die in dem Durchschnitts-Ort der nten 
wagerechten und der znten senkrechten Reihe stehenden Zahl, welche durch 
& bezeichnet werden mag. wird durch 

(1) m-kAn—1)— up = 2 
ausgedrückt. Eben so irgend eine andere. im Durchschnitts-Ort der nten 
wagerechten und der »nten senkrechten Reihe stehende Zahl 2, durch 
2) mr kn, —1)— wp = 2. 
Sollen nun die beiden Zahlen z und 3, nzcht dieselben sein können, so mufs 
nicht z2,—x, das heilst nacht m--k(n—1) — up = m, —k(n, —1)— u,p, 
mithin ncht 
3.) m—m-+kin—n) = (u—u,)p 
sein. 

Stehen z und x, in einer und derselben wugerechten Reihe, so ist 

n, —n, also giebt dann (9.) 

(4) m—m = (u—u,)p; 
und dies ist wirklich nacht der Fall, denn m» oder »n, ist nicht gröfser als p 
und keines von beiden ist Null, also ist m —- m, ?mmer kleiner als p, mithin 
nicht durch p therlbar; wie es nach (4.) sein mülste. 

Stehen 3 und 2, in einer und derselben lothrechten Reihe. so ist 
m, — m und (3.) 

5.) Ann) = (u—ıu)p. 
Hier ist wieder a —n,, eben wie vorhin m —ın,, ömmer kleiner als p, und 
k soll es nach der Voraussetzung ebenfalls sein, also ist k(n—n,) wieder 
nicht durch p theilbar; wie es nach (5.) sein müfste 

Steht 2, in einer Reihe, die durch z mit einer der Diagonalen parallel 
läuft, so ist + m — m,)—=n—n, und (3.) giebt 

(6.) (k+tl)n—n) = (u— up. 

Hier ist abermals a —n,, wie vorhin, ömmer kleiner als p, und k+1 
ist es ebenfalls, wenn A>2 und <p—1 und p>3 ist. Also können unter 
dieser Bedingung, wie sie auch vorausgesetzt wurde, auch keine zwei Zahlen. 
die in einer der Diagonalen, oder in einer mit der einen oder der andern 
Diagonale parallel laufenden Reihe stehen, einander gleich sein. 

Die Aufgabe ist nicht die von den sogenannten magischen Quadraten, 
aber sie steht damit, wie bekannt, in Verbindung. 

Berlin. im Januar 1852. 

———— 
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9. 


Die Brennlinie für den elliptischen Quadranten, 
wenn die einfallenden Strahlen vom Mittelpunet der Ellipse 
ausgehen und jeder zurückgeworfene Strahl denselben 
Winkel mit der zugehörigen Normale bildet. 
wie der entsprechende einfallende. 


(Vom Herrn Prof. Dr. Lehmus zu Berlin.) 





Bezeichnei «a die halbe gröfsere, 5 die halbe kleinere Achse, o den 
Radiusvector unter dem Winkel y mit a5 « den Winkel der entsprechenden 
Tangente mit a, so ist die Gleichung zwischen rechtwinkligen, mit « und 5 
parallel laufenden Coordinaten x, y, für den zurückgeworfenen Strahl: 

(1.) yeos(la--p)-+ zsin(de-+-g)— osin(2a--2y) — 0. 
und die für den nächstfolgenden Strahl: 
‘ - af | N c f*® u BERN NT ın/ 6 a 
(2.) yöcos(?e-+gp),+ zösin(2a-+Yp), — Olesin(2a-+2p)|, = 0. 
Aus diesen beiden Gleichungen folgt, wenn 


3 2gcos(?«+2p)|i+9ap|Fsin(?e+2p)Ig, _ pP 
(3.) 14200, Eon gi 





vesetzt wird, für die gemeinschaftlichen Coordinaten, d.h. für die Brennlinie: 


(4) 2 = esin(2a-+Y)sin(2a-+2p) + Pcos(2a +) 








und 
5.) y= ocos(2a-+ p)sin(2a-+2p)— Psin(2a-+Y). 
Vermöge der bekannten Eigenschaften der Ellipse ist aber 
j a? b? 
I) a*'sin’p-+b*cos’p 
aus 
(7.) atangetangp — b*. 
Sodann 
er (a”—b*)o?’sing cos 
(3.) 00, Be ag . r 
aus 
a? b? 





( “ — . 
9.) Be asin’p-+b*cos’y 
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Ferner ist 

i a? b’ (a? — b*) sin? 

(10.) sin(2a2y) — 0° a*sin’p+b'cos’p 
2a‘ b' i 

o*|a*sin’p+b'cos’p| ” 








(11.) cos(2a-+2p) = 1— 


Ä 2a* b’sinp 
(12.) sin(2« +9) = — 4 —— — sing: 
o’(a’sin’p+b' cos’) 
(a’—b’)’sin’p — b' 


(13.)  cos(2a-+g) = -Cc0SY, 


a'sin’p-+b'cos’p 








und werden diese Ausdrücke zuerst in (3.) und dann, nebst dem für P ge- 


» . - * . . d 
fundenen Ausdruck, in (4. und 5.) substiluirt, so ergeben sich, =n ge- 
ö I 


setzt. so dafs 
n”b* 


1+(n?”— 1)sin’g 


ist, für x und y, als Functionen von %, folgende Formeln: 


(14.) € = 








Rn RO (n"—1)cos’p ö 
(15.) ne an? —1— (n'—1)sin’p Er 

Ku ind 
(16.) wi n(n 1)sin’p 20, 





Ber zn? —1— (n'— 1) sin’ 
aus welchen auch noch 
(17.) y+n’ztangy — 0 
hervorgeht. 
Es folgt hieraus unter andern: 


u 2n?’— 
I. Dafs, so lange sin! p < 4! 


7 Ist, 2 positiv und y negativ wird. 


’ .. 2 2 ’—1 . . . 
Il. Dafs für sin’p = beide Coordinaten unendlich werden, also 


zunächst liegende zurückgeworfene Strahlen an der diesen Werth 
von g entsprechenden Stelle parallel laufen. 
a an—1l .,. n . 2. . 
Ill. Dafs für sin’o > ne sich immer für x negative, für y positive 
Werthe ergeben müssen. 


IV. Dafs, wenn n°<Z höchstens —=2 ist, nur positive Werthe für x 
existiren, also nur ein Zweig der Curve Statt findet. 


V. Dafs für 9—=0, also für den Anfangspunct der Brennlinie, y=0 


2n’—2 ’ ü 
und 2 = mt 4% also kleiner als «a, und zwar desto näher —= 4 
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V1. 


vn. 
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ist. je gröfser n ist; in welchen Fällen dieser Zweig die Gestalt 
eines Kometenschweifes annimmt. 





Dafls,. für y=4n, also für den Endpunct dieser Brennlinie, x — 0 
2n"—?2 2 i 

und y=—0 also gröfser als 5 ist. 

Dals x für sing — ein Minimum und dafs dieser kleinste Werth 


nt 


n"’—?2 . j a \ i 
von 7 gleich a- Fer ist, seine Verschiedenheit von der Abscisse 
) — 


des Anfangspunets (V.) also um so geringer, je gröfser n ist. 


Berlin. den Sten April 1847. 
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10. 
Uber die Ergänzungssätze zu den allgemeinen 
Reciprocitätsgesetzen. 


(Von Herrn E. E. Kummer, Professor an der Universität zu Breslau.) 





Das Reciprocilätsgesetz für die quadralischen Reste erstreckt sich be- 
kanntlich nicht auf die Primzahl 2, für welche ein besonderer Satz lehrt, oh 
sie quadratischer Rest einer gegebenen Primzahl sei, oder Nichtrest. Eben so 
ist von dem Reeiprocilätsgesetze für die cubischen Reste die Primzahl 3 aus- 
senommen; nebst den beiden complexen Primfactoren derselben 1— eo, 1—«', 
wo « eine dritte Wurzel der Einheit bezeichnet. Für die höheren Potenz- 
reste, welche hier nur für den Fall in Betracht kommen sollen, wo der 
Potenz-Exponent 4 eine Primzahl ist, sind ebenfalls, aufser dem allgemeinen 
Reciprocitätsgeselze, Ergänzungssätze nöthig, welche entscheiden, ob der Po- 
tenz-Exponent A und die aus ten Wurzeln der Einheit gebildeten Prim- 
factoren desselben, 1— «a, 1—e’,... 1— «’”!, für eine gegebene complexe 
Primzahl Ate Potenzreste sind, oder zu welcher Classe der Nichtreste sie ge- 
hören. Auch kommen für diese höheren Potenzreste noch die complexen Ein- 
heiten hinzu, für welche die Untersuchung noch besonders anzustellen ist. Die 
Aufgabe, deren vollständige Lösung ich in dem Folgenden geben werde, be- 
steht also darin, die Werthe der auf Ale Potenzreste sich beziehenden Symbole 


2 ee 
Fer) Ta) u (7) 


zu finden, wo « eine te Wurzel der Einheit, &(«) eine beliebige complexe 





Einheit und f(«) eine complexe Primzahl bedeutet; welche eine wirkliche oder 


eine ideale sein kann. Die Bedeutung des Symbols Far) ist durch die 


Congruenz 
Nfle) —1 


( ‚(e) ; ”, 
‘ fe) ) = oy(le) * za, Mod.f(e), 


definirt, in welcher Nf(«) die Norm von f(«) bedeutet. Für den Fall, dafs 

p(e) ?deal ist, welcher jedoch vorläufig, da p(«) nur einen der drei Werthe 

,, 1—c* oder «(«) haben soll, nicht in Betracht kommt, wird diese Delinition 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLIV. Deft 2. 13 
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dahin erweitert, dafs man statt p(«) diejenige Potenz von y(«) nimnil, 
welche zu einer wirklichen complexen Zahl wird, wenn die Zfte Potenz es ist. 
\ ’  g(a)" 
So hat das Symbol (- 

“ fie) 


7 k ( (@) a e 
Sinn. und es ist sodann G- nach der Gleichung 
\ & 





) nach der obigen Definition einen ganz bestimmten 








7) 2 (= (a) \H 
fie) / f\«) 

zu definiren; welche immer einen bestimmten Werth dafür giebt, wenn H 
nicht durch 4 theilbar ist. Für diesen Fall aber, welcher, wie ich ander- 
weit gezeigt habe. nur dann vorkommen kann, wenn 4 eine von den Aus- 
nahmszahlen ist, für welche eine der ersten 1(4A—3) BDernoullischen Zahlen 
in ihrem Zähler A selbst als Factor enthält, ist die gegebene Definition unzu- 


_ 


x eo. (@) . . 
reichend. Der Exponent derjenigen Potenz von @, welcher ( —) gleich ist, 
u 


N 
heifst der Index von g(«) für den Mod. f(«) und soll in dem Folgenden durch 
Ind. p(«) bezeichnet werden, so dafs die vorliegende Aufgabe auch so aus- 
eedrückt werden kann: Die Werthe von 

Ind.%, Ind. (1—«‘) und Ind. x(e) 
zu finden, für den Mod. fe). 

Es werden hierbei zwei Fälle zu unterscheiden und besonders zu be- 
handeln sein; nämlich erstens der Fall, wo f(«@) eine complexe Primzahl ist, 
deren Norm Af(e)==p eine Primzahl von der Form »4 +1=p ist, in 
welchem Falle ich fe) eine zum Exponenten Zins gehörende complexe Prim- 
zahl nenne; und zweitens der Fall, wo f(«) eine zu einem beliebigen andern 
Exponenten gehörende complexe Primzahl ist, d.h., wo Af(e)=yg' und y 
eine für den Modul 4 zum Exponenten # gehörende nichtcomple.ce Primzahl ist. 
In dem ersten Falle, für welchen ich eine einfache Methode und die Haupt- 
resultate im vorigen Jahre der Königlichen Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin mitgetheilt habe (M. s. die Monatsberichte vom Mai 1850), ist die Lehre 
von der ÄAreistheilung allein ausreichend, um die vorliegende Aufgabe zu 
lösen; in dem zweiten Falle aber ist noch eine, auch in anderer Beziehung 
nicht unwichlige Erweiterung oder Verallgemeinerung der Theorie der Kreis- 
iheilung nöthig; welche in dem Folgenden ebenfalls entwickelt werden soll. 
Endlich gedenke ich hier auch noch eine Anwendung der gefundenen Re- 
sultate anf das allgemeine Reciprocilätsgeselz zu geben, bestehend in der 


Lösung der Aufgabe: Wenn das Reeiprocitätsgesetz zwischen zwei complexen 
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Primzahlen gegeben ist, für besondere Bedingungen, welche die Einheiten be- 
stimmen, die als Factoren dieser complexen Zahlen vorhanden sein können: 
daraus das Reeiprocitätsgesetz für dieselben complexen Primfactoren zu finden. 


welche jenen Bedingungen nicht weiter unterliegen. 


$. 1. 


Entwickelung der Indices von 4, 1—e* und &(«) für den Fall, dafs der Modul, 
auf welchen sich die Indices beziehen, ein zum Exponenten Eins gehörender 
complexer Primfactor ist. 

Es sei f‘«@) ein complexer, idealer oder wirklicher Primfactor der realen 
Primzahl p, von der Form vA--1; 4 sei eine ungerade Primzahl; g eine pri- 
mitive Wurzel der Congruenz y’'==1, Mod. p; y eine primilive Wurzel 
der Congruenz y’"==1, Mod. 7; x eine imaginäre Wurzel der Gleichung 


z’—]1. und « eine imaginäre Wurzel der Gleichung @=1. Ferner seien 





Ye Cr Ei 
N, Mıs Mas +-» 9-1 die A Perioden, welche aus je v: -% ; Wurzeln der Glei- 
chung x’ -=1 gebildet werden können. so dafs 
' A m 7 BR |. 
? —=—— a ıa® | 4 fa) i ... - a 5) 
22 AH | „ir , „v—l)/+1 
mn = 0%+2° -—2° u u zu ıst, 
u. Ss. w 


Die Producte je zweier Perioden lassen sich bekanntlich immer als 
lineäre Functionen aller ähnlichen Perioden darstellen. Diese Ausdrücke nehmen 


in dem gegenwärligen Falle, wo 4 ungrade ist, folgende Gestalt an: 


iR — vom m, N, INN: ... = IM, 1) —ıs 
1 1 1 l 
R } | j | ] ’ 
nn, m, MN mM: NT .— n £ mM;,_ı M— . 
ri TE 5 Di 2 SU 
J—l | il J—1 
Mas NN FEN Mana 


in welchen allgemein der Coefficient ie gleich ist der Anzahl der Werth- 
Verbindungen des r und s, aus den Zahlen r=0,1,2,... r—1 und 
s—0,1,2,...s—1, welche der Congruenz 

gr 1 Sun ur, Mod. p, 
genügen. oder. was Dasselbe ist, gleich der Anzahl der Werthe des » aus 


13 * 
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der Reihe r—=0, 1,2,... r—1, welche der Congruenz 
Ind. (y'”-1) = A, Mod.A, 
senügen. wenn das Zeichen des Index (Ind.) sich auf die Primzahl » und 


deren primitive Wurzel g bezieht. Ich stelle hier, wegen des in dem Fol- 
k 
senden davon zu machenden Gebrauchs, die Haupt-Eigenschaften dieser Zahlen on, , 


welche ich in der Abhandlung über die Zerlegung der aus Wurzeln der Einheit 
gebildeten complexen Zahlen in ihre Primfactoren (Bd. 35, S. 327 dieses 
Journals) hergeleitet habe, für den vorliegenden Fall, wo 4, die Anzahl der 
Perioden. ungerade ist, noch einmal zusammen, nämlich: 


kırA k k k 
an, — M,, IM), +5 = My, 
h h k i—k 

m. Mr Sul 
kk h k 

| | a 
am Tan, ing nem 2 m,_-ı 2 - V, 

aber für k—=0, 

] | | a ae 

mn m em, = rvr—1. 


Betrachtet man nun die Summe 
Ind. (g'+"? 1) 
für alle Werthe O0, 1, 2,...r—]1 des r, so finden sich in derselben 


h 

»n, Glieder, welche congruent Null werden für den Modul A; ferner giebt es 
k 

m, Glieder, welche congruent 1 werden, m, Glieder, welche congruent 2 


werden u. Ss. w.; woraus 


k ko & | k 
Ind. (+1) = An, + my; + Im; -+ +++ --(A—1)m;_,, Mod.?, 
| . ’ . ö r—1 .. 
folgt. Nun wird aber, wie leicht zu zeigen, für v—_ FT die Congruenz 


—1 = („2 —1)(2 —g)(3—g*)... (2 — ge”), Mod.p, 
für alle beliebigen Werthe des 2 identisch erfüllt. Setzt man daher in der- 
selben x == — gP'', Mod.p, und multiplieirt auf beiden Seiten mit y’*, so wird 
1 = (HR HI gERHI)... (gro), Mod.p, 
also. wenn auf beiden Seiten die Indices genommen werden: 
Ind. 1—g”* = Ind. (g't*--1), Mod.%, 


und diese Congruenz, mit der obigen Congruenz verglichen, giebt: 


h h k | R 
Ind. (1— 9’) = 1m, -+- 2m; + 3m; +++ -—-(A—1)m,_,, Mod. 4. 


Ist nun f(e) ein complexer Primfactor des p, und zwar der zu ae=y’ 
sehörige, so ist 9" =e«, Mod. f(«). Ferner ist nach der oben gegebenen 
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Definition des Zeichens Ind., welches sich auf den Mod. f(«) bezieht, 


Nfla)—I 
y(a) * = al"!r@), Mod. f(e), 
p—l 





oder weil Nf(«)=p, —v und = 9”, Mod. f(e), ist: 


) 
m (g’) — gras, 
für den Modul f(«) und, da diese Congruenz nur nichtecomplexe Zahlen ent- 
hält, auch für den Mod.p. Hieraus folgt, wenn y(e) = 1— «' 
vInd.(1—g’*) = vInd.(1—«'), Mod.p—1, 
also. wenn man durch » dividirt, 
Ind.(1—g’*) = Ind.(1— ce), Mod. 4. 
Demnach hat man auch 
Ind. 1— c*) = 1m, +-2m, + 3m, + ... , Mod. 4; 
welche Congruenz eine sehr einfache Lösung einer der obigen Aufgaben dar- 


stellt. Aus diesem Ausdrucke läfst sich sehr leicht der entsprechende Aus- 
druck des Ind.(A) ableiten, indem man nach einander A=1, 2, 3,...4—|1 


geselzt wird: 


setzt; wobei zu beachten ist, dafs 
1— a)1— a )1—e) ... 1—e") = 4 


und 
1 2 J—1 


m, —- m, my nn 4m, = vr. 
So erhält man 
Ind. (4) = — (m, - Run +3m;-+ » + -—-(A—1)m;_,), Mod. 4. 
Endlich ergeben sich aus derselben Quelle auch die Indices der complexen 
Einheiten. Nimmt man nämlich die Einheit 


2 
af d—eni—e-rN) __ all) (1— ar) 
ee (Fate ie a! 


welche ich Aresstheilungs - Einheit nenne, so hat man 
Ind.e(a) = 4%k(1—y) Ind. @-+-Ind.(1— ar) — Ind.(1— «*), Mod. ı, 
also 








ky ky ky ky 
Ind.e(e‘) = 4k(1—y)v + 1m, + 2m, 3m; + +. + AV)m;_, 
k k k k Mod. 4. 
— 1m, — 2m, — 3m; — :— (A—)m;_. 


Ein System conjugirter Kreistheilungs-Einheiten ist ein unabhängiges 
System von Einheiten, welches die Eigenschaft hat, dafs überhaupt jede Ein- 
heit ohne Ausnahme 'sich als ein Product von Poienzen der conjugirten Äreis- 
theilungs-Einheiten darstellen läfst, und zwar so, dafs die Potenz-Exponenten 
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nur ralionale Brüche sind; d. h., wenn &(e) eine beliebige complexe Einheit 
ist. so hat man immer 


/ „uU-lıN, 


e(a) — +atela)".e(ar)".e(a)": ... eff", 

wo zur Abkürzung 4(2 —1)== ur gesetzt ist, und wo n, 9,,0,, ... n _, rationale 
Brüche sind. Man erhält daher auch den Index jeder beliebigen Einheit &(«) 
durch die Indices der Kreistheilungs- Einheiten ausgedrückt, nämlich: 

Ind. &/e) kr --nInd.e(e) -n,Ind.e(ef)— --» -—- n,_,Ind.e(er”), Mod. ;. 


In den Nennern der rationalen Brüche n, n,....n kann, wie ich 


u—1 


u 


in der Abhandlung (Bd. 40. S. 117 dieses Journals) gezeigt habe, der Factor 4 
nur dann vorkommen, wenn die Classen- Anzahl aller idealen complexen 
Zahlen durch 4 theilbar ist, also nur dann, wenn A in einer der ersten 4/A—3) 
Bernoullischen Zahlen als Factor des Zählers auftritt. Schliefst man diese 
Ausnahmszahlen 4 auch hier aus, so sind mit den Indices der Kreistheilungs- 
Einheiten e(«') zugleich auch die Indices aller möglichen Einheiten gegeben; 
denn man kann alle in dem Ausdrucke des Ind. e(«@) vorkommenden Brüche 
N, MH... . R,_, durch die ganzen Zahlen ersetzen, denen sie congruent sind 
für den Modul 4. 

Hiermit ist also die erste Lösung der Aufgabe, die Indices der Zahlen 
I—«' und A, und der complexen Einheiten zu finden, in sehr einfacher Weise 
gegeben; für den Fall, dafs die complexe Primzahl, auf welche die Indices 
sich beziehen, eine solche ist, die für den Modul 4 zum Exponenten Kins gehört. 


h 


Die Zahlen »»,. mittels welcher die Lösung dieser Aufgabe gegeben ist, lassen 
sich auf mannichfache Weise auf andere in der Lehre von der Kreistheilung 
vorkommende Zahlen redueiren, namentlich auf die Coölficienten der complexen 


Zahlen w,(e@), welche, wenn man 


Y or N o? > oP-2 
F(o,x) = x ox®-e?xr: Le. L ap? ge! 
setzt. durch die Gleichung 
F(«, 2) Ele” r) d 4 j ? ’ 
” “ j ” 
Te y,(d) = 4 — 4,0 + 4,0 2 ... - d,_, 
7 
k 


bestimmt werden. Durch dieselben können die Zahlen »n, in folgender Art 


ausgedrückt werden: 
Ä =! r 


im, = Zt, — (A—3)r—1; 


wo in den besondern Fällen A=%4, hA=0 oder k=0 die Eins auf der 


vechten Seite wegfallen mufs. Da ferner. wie ich in früheren Abhandlungen 
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gezeigt habe, alle in der Kreistheilung vorkommenden Zahlen durch die Coct- 
licienten eines complexen Primfactors von p sich ausdrücken lassen, so wird 
man auch die Indices von 4, 1— «* und e(«) durch die Coeflieienten von fie) 
selbst ausdrücken können. Ich will jedoch nicht alle diese Umformungen der 
sefundenen Formeln hier wirklich ausführen. Für Ind. und Ind. (1— «‘) sind 
auch die gefundenen Ausdrücke so einlach uud elegant, dafs sie vollständig 
genügen können; für die Indices der Einheiten dagegen giebt es noch einige 
merkwürdige und einfache Ausdrücke, welche ich entwickeln will, weil sie 
auch für andere Untersuchungen wichlig sind. Sie gestalten sich am ein- 
fachsten für die zusammengesetzte Kreistheilungs-Einheit 


vy / 1 .y\yr2n .yaytn I „uU-l yrla-ı)n 
E(e) = e(a)e(af)’ .e(e? . e (ef ) j 


B\N Z 
welche überhaupt in mehrfacher Beziehung vor den übrigen Einheiten bevor- 
zuet ist. Für diese Einheit hat man 


ind. E,(e) = Ind. e(«) +7""Ind.e(af)-;- »-- +77"“=PrInd.e(a’””), Mod.i, 


I ı 4 
und man kann umgekehrt Ind.e(«") mittels der aus jener leicht abzuleiten- 
den Formel 
Ind.e(ar) = —2 (7” Ind. E,(e)--y" Ind. E,(e) - 
1 a=UdR Ind. E,-ı(#)), Mod.4, 

durch die Indices von K,(e), E,(e),... K,_,(e, ausdrücken. 

Substiluirt man in diesem Ausdrucke des Ind. &,(«) für e(e), für e(«) 
u. s. w. ihre Werthe nach dem oben gegebenen Ausdrucke dieser Kreis- 
theilungs-Einheiten, so erhält man nach einigen leichten Reductionen: 
2 Ind. E,(e) = (y") (Ind. (1— e) +7" Ind. (1-0) + -y 9" Ind. (1er). 
und wenn y"==%, Mod.i, gesetzt wird, was y'" == k*7'="" giebt, so erhält 
man. mit Anwendung des Summenzeichens: 


21Ind.E,(e) = (y" —1)FR""Ind.(1— eo), 


‘ 
für k—=1, 2, 3, .... —1; wozu, wenn —2n—]1, wie hier angenommen 
werden soll, poszöv ist, auch der Werth 4==0 hinzugelhan werden kann. 


Da nun oben 
k k k i—1 k 
y I-\ i ‘ | | n u 
Ind. (1— ea) = Im, + Um; + +4—1)m_, = Z,hm; 


0) 


sefunden wurde, so hat man 


Jul d—1 ; A 
2 Ind. E,(e) = (y”" —1) 3, &,hkt""'m,. 


0 0 
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k 
In diesen Ausdruck sollen nun statt der Zahlen m, die Perioden r, 
>» Ps - +. 271 eingeführt werden. Dies geschieht mit Hülfe der Gleichung 


k k k k Ä=1 k 
ii | 5) 5% u — N 
mM — Mm +-mıNn ma +. mM M-ı = SM,» 
0 
aus welcher 
i—1 k 
Er ci zu 
N:Ni+k — M,Nirn 


folgt. Multiplieirt man mit 2 und nimmt die Summe für 20, 1,2, 3,...7—1, 
so ergiebt sich 
er A—13/)—1 k 
un ur . 
ZSinmza = —; <<, UN, N;ın» 
v) 0 0 
oder, was Dasselbe ist, 


i—1 Pe | k A141 k 
= £ u BP \ > 
<<; MN; N;ık = eo; % (?--h in, N4r— =; SI, hm, Mir 


(0) 0 v) 0 0 


u J—1 dl k 
und, da I;7,, = —1, F;(@-- An, = &;;, Mod. %, und &,m, == rv ist, so 


v) v) () 
erhält man 
a J—1 i—1 k 
u Sm; 1 /z+k auSE vE;n;- 2, hın,, Mod. / 
VÜ 


0) 0 


Multiplieirt man jetzt mit A°””"=!, nimmt die Summe für k —= (0, 1, 2,...2—1. 
und beachtet, dafs IA’”"""=0, Mod. ist, für k—=0,1,2,...2—1, 
erhält man 


i—1 zn J—1l 4-1 5 
ar —;! ik . N1nır = = 22 <, Kerr IN,» Mod. be. 


0 () v) 0) 


Der Ausdruck des zweiten Ind. #&,(«) verwandelt sich demnach in den folgenden: 


i—1 3-1 
y A —— a,ır a A? —| } jr 
2 Ind. E,(e) = (y”"—1) I, ek’ min.a, Mod. 4. 


0 0 
Anstalt dem k in dieser Doppelsumme die Werthe 0, 1,2,...2—1 
zu geben, kann man ihm auch die Werthe —?, —:-+1, —:-+2, 
—i--4—1 zutheilen, ohne dafs in Beziehung auf den Modul A diese Summe 
ihren Werth ändert. Setzt man also 4“ —.2 statt 2, so erhält man 


i—1/—1 


2Ind.E,(e) = DES: ı(k— inne 


Wird jetzt (k — 2)" — (#— k)'”"—! nach dem binomischen Lehrsaize ent- 
wickelt, so a sich in den einzelnen Gliedern die in Beziehung auf 2 zu 
nehmenden Summen von den in Beziehung auf % zu nehmenden, und wenn 
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der Kürze wegen 
h— 4? 


l 
= Zr ar 2 
Sk Zt, = D, 
() 


v0) 
vesetzt und für einen Augenblick —2rn—1 einfach durch m» bezeichnet wird. 
so erhält man 


2 Ind. E,(e) = y"—1)(D ) 


m DD, | ne D,.,D. en 





u 


Um die durch D,, D,. D;.... bezeichneten Gröfsen noch auf andere 
Weise zu bestimmen, gebe ich dem Ausdruck der Kreistheilung 


oO 


F Y 4 .\ mm 2 | £ 0 hal | y- „g? | N „P=? ‘ Ve 7 
(0, L) = 70 . ax eh [04 L 
die Form 

| | | A—l 


F (a, re) = on; + Er 2:0 10 N,—1 


und verwandle « in €, wo v eine continuerliche Variable bedeutet. Hier- 
nach wird 


d’ Fe". 2: 2 ae Ä u 
— 1 m 2 7-8 13717 ...— (4 —1)n;_ = D.: 


du” |‘ RN. 3 | ’ 





wo die dem Zeichen des Differentials d zugefügte Null bedeutet, dafs nach 
ler Differentialion © == 0 zu selzen ist. Verwandelt man vo in —v, so erhält 
man eben so: 

a Fie”, x) 


dur 


er 1,D 
Ya ) . 
\ J 





Aus diesen Werthen der Gröfsen D,, als Differentialquotienten, folgt 
nach einem bekannten Satze der Differentialrechnung über die Differentiation 
eines Products zweier Factoren: 





m ‚ m( (m —1) lv 
‚D,— P.„D,- D.-: DD, — EEE ame n . ann 
1 . 2 du” 


de E) Fe, »)) 
D | 








m+ 


Aus der bekannten Gleichung der Kreistheilung 
F(o, @)F(o", x) =p 

erhält man aber nach bekannten Principien die für jeden Werth der Variabeln ı 
geltende Gleichung 

‘e, z)F(e”, &) = p-V.W, 
in welcher V=1- ee"... 4 eV und W irgend eine ganze rationale 
Funclion von e’ ist, deren Coöfficienten ganze, die Wurzel x enthaltende 
complexe Zahlen sind; folglich ist auch 

Fe”, x) Fe = F3 = nr 
D X) 

Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLIV. Heft 2. 14 





—_— 
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und 


Be, dIF(e”’, x) ı ara. 
; — F(e”, x) 2 (p--VW). 


Dilferentiirt man diesen Ausdruck zn mal nach einander und setzt ve —0., 





indem man bemerkt, dafs für v»—0, V und alle Differentialquotienten davon, 
bis zum A— 2ten einschliefslich, durch 4 theilbar sind, da 17-2’ -3’4- +-- 
-4—1/}"=0, Mod.i, für r—=1,2,3,...2—2 ist, und indem man 


ferner bemerkt, dafs »p==1, Mod. ist, so erhält man: 











dF(e”’, r) 
m( —— __- Fl(e, x)) n 
be n dx es _ de+tijF(e, x) Mod; 
du” Er dur + Eee N0d. ., 
also 
nm (m —1) Mille, rn) \ 
Du D— T DD 5 Dad a a, Mod. 4 


Macht man von diesem einfachen Ausdrucke Gebrauch, und setzt zugleich 
für »» wieder seinen Werth A—2n—1, so erhält man folgenden merkwür- 
digen Ausdruck des Index von E,(e): 


Pre "IF (e, a) 
Ind. K, er) == L(y* —1) 0 Ä « 
” dur" 


„ Mod. 4. 





u 


Die in diesem Ausdrucke vorkommende Wurzel .x ist in demselben nur 





scheinbar enthalten. weil sie, wenn nach Ausführung der Differentiation v—0 
veselzt wird, und alle Glieder, die den Faclor A haben, weggelassen werden. 
von selbst mit herausfällt. 

Aus dieser Darstellung des Ind. &,(«) läfst sich sehr leicht eine andere. 
ebenfalls sehr bemerkenswerthe Darstellung desselben erlangen, in welcher 
der von @ und „x abhängige Ausdruck Fe, x) durch die nur von « allein 
abhängige, oben delinirte complexe Zahl ı,(«) ersetzt wird. Aus der Gleichung 

Fo, 2)F(«, &) = vw,(e)F(«*', x) 
folgt nämlich, wenn @ in e’ verwandelt wird, nach denselben Prineipien wie 
oben, die für jeden beliebigen Werth der Variabel vo geltende Gleichung 
Fe, »)FXe”, &) — w,{e) F(e"t”, »&)-V.W. 
Und vermöge der Eigenschaft des V=1-- ee" ... —.e", dafs V selbst, 
so wie seine Dillerentialquotienten, bis zum (4—2)ten einschliefslich, für den 
Werth v = congruent Null sind, nach dem Modul 4, erhält man aus dieser 





Gleichung 
diE(e, 2) | dimiPler,z) __ m lFlert, 5) , dm lale”) 








. 


dur" dur ie din | duAm?”r 
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oder. vereinfacht: 
d-)F(e, x) . dr hp,(e”) 


dur" : dur 








(1 2. ryr" .s (r - 1 y») 


J 


, Mod. 4. 


Durch diese Congruenz verwandelt sich der obige Ausdruck des Ind. E,(e) 
in folgenden: 


Ind. E,(e) = Ä ab — u 
2 (1 41472" — (r + 1)4"") dor?" 


Endlich leite ich hieraus noch einen andern Ausdruck des Ind. E,(e) 


„ Mod. #4. 








ab. welcher deshalb der wichtigste von allen zu sein scheint, weil er diesen 
Index der Einheit &,(e) durch die complexe Primzahl f(«) selbst ausdrückt. 
in Beziehung auf welche das Zeichen Ind. zu nehmen ist. Hierzu wird die 
Zerfällung der complexen Zahl w,(e) in ihre complexen idealen oder wirk- 
lichen Primfactoren geb 'aucht, welche ich im (35ten Bande dieses Journals. 
S.362) gegeben habe und welche sich in folgender Art darstellen läfst: 

w.(@) = +o' IT fler‘): 
wo das Productenzeichen /7 sich auf alle diejenigen Werthe des 4 erstreckt. 
welche nicht negativ. aber kleiner als —1 sind. und dabei der Bedingung 
genügen. dafs 

Yu-h + Yuch+Indır —>4 

ist: wo das Zeichen y, den kleinsten positiven Werth von y‘ für den Modul &, 


v und den Modul A bezeichnet 


Ind. » den Index des r für die primilive Wurzel 
und e==4{4—1) ist. Um die in diesem Producte enthaltenen Primfactoren., 
welche im Allgemeinen ideal sein werden, zu wirklichen complexen Zahlen 
zu machen. erhebe ich beide Seiten dieser Gleichung zur Zlten Potenz und 


“ eine wirkliche complexe Zahl ist. Diese complexe 


nehme #4 so an, dafs fe) 
Zahl soll auch durch Multiplication mit einer passenden einfachen Einheit «” 
so zubereitet angenommen werden, dafs sie für den Modul (1—«)’ einer nicht 
complexen ganzen Zahl congruent ist. Alsdann fällt in dem obigen Ausdrucke 


des w,(e) die einfache Einheit «* 


weg, und man hat 
(a) == + IIf(e")". 
Diese Gleichung wird wieder, wie oben, in folgende, für alle beliebigen Werthe 
der Variabel v geltende Gleichung verwandelt: 
v,(e)" = Mfler')+V.W, 
und giebt alsdann in derselben Weise: 
u. tie) _ „ drilfler‘) ) 


dur?" 








“ 


h dur” 


14% 
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oder vereinfacht: . 


1. Ar Ip,(e' ) 27 ar—2r ]( f(ev)*) Y PUR, 


dr” ; dur 








Es ist nun die Summe I,y""" zu suchen, in welcher dem 4 alle 
diejenigen Werthe von A=0 bis A=4—2 zu geben sind, welche der Be- 
dingung genügen, dals Y,_n-- Yan yınar > + Ist. Zu diesem Zwecke bemerke 
ich. dafs. wie leicht zu beweisen. der Ausdruck 


1 


a 9 


j \/uw-i | Yu-i H- Ind, r — N nit Ind, (r +1) 


in allen den Fällen, wo 2 einen der mit 4 bezeichneten Werthe hat, für welche 
Yaı Yaızinar > 4 ist, gleich Eins ist; während derselbe für alle andern 


Werthe des 2 gleich Null ist. Hieraus folgt 


x „(A—?n)h 2 LI. ET ' \,,(i=?n)i. 
u? —, ? Vu—i | / u—i+Ind,r / u—i+4 Ind. (r-+H1)/4 ’ 


wo dem 4 nur die oben angegebenen Werthe, aber dem 2 alle Werthe 
0,1, 2,...4—2 zu geben sind. Um bequeme Congruenzen für den Modul 4 an- 
wenden zu können, welches wegen des als Divisor hier vorkommenden 4 nöthig 
ist, setze ich y’?="" statt „=; was in Beziehung huf den Modul # keinen 
Unterschied macht. Ich bezeichne ferner die zu suchende Summe ee 
mit dem Buchstaben 7, multiplieire mit A, und erhalte so folgende Congruenz 


für den Modul 4°: 


,T HEY , y \.‚/d-?n)i 2 
l. 1 —E\/ u-l 3 u—i+Ind,r ”"/ u—i+Ind. (r+1)// ’ Mod. 4 p 
oder 
m 5, „‚Alk—?n)i yıi „„AA—?n)i —, AA—?n)i 
I 1 —/ u—ij 7 utitiIndr/ rn —; u—i+ Ind,(r +17 ‘ 


Ich betrachte nun zuerst nur die zweite dieser drei Summen, nämlich 


die Summe 


i—? 


= „,Ald—?n)i 
—1/ u—i+Ind.r/ r) 
0 
aus welcher die erste hervorgeht, wenn r—1 gesetzt, und die dritte, wenn r 


in z--1 verwandelt wird. Ich verwandle 2 in 2---:-Ind.r und bemerke. 
dafs nach dieser Verwandlung dem 2 in der Summe immer noch dieselben 
Werthe 0, 1,.2,...4—2 zukommen; was daraus folgt, dafs in Beziehung 
auf den Modul A die Glieder dieser Summe einen Cyclus bilden. Diese Summe 


ist daher für den Modul 4° der folgenden congruent: 
4? 

Sa, .„Alk2n) (i+1u + Ind. r) 
or - 

() 


und da „u = — 4, yAA-n)Indır — Ad) für den Modul 4° ist, so wird 
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dieselbe in folgende Form gebracht: 
1-2 
— ran) Sn ‚Ad-2n)i 


or 
0 


Macht man von diesem Werthe Gebrauch, und von den entsprechenden, welch 
man erhält, wenn r—1 und r--1 stalt r gesetzt wird, so erhält man fol- 
senden Ausdruck der Summe T': 


I! 
ıT — _(1-1.„Ud-n _/(r- \AA—2n)\ Si, „„Ad-2n)i 72? 
‚T= —(1-+-r (r-1) )S17-17' „ Mod. 4°. 
Man setze jelzt „_;—=%, so wird y’=%k und y=A, für den 
Modul 4; woraus y* = A", Mod. 4°, also 
12 DEE no. 
S;y_;y" —2n)ı zu DIA PEREENDSRHLE| Mod. 22 
0 0 
folgt. oder, vereinfacht, mit Hülfe der Congruenz A’ = 1, Mod. 3°: 
1-2 | m 
a ya — >, Kk@-DH, Mod. 4°. 
0 


0 
Nun folgt aber aus den bekannten Summen - Ausdrücken der Potenzen 
der natürlichen Zahlen, dafs 


J—l 
Zper-UH — (1)"1B,.ı, Mod. 2 


0 


ist; wo D, die mte Bernoullische Zahl bezeichnet und wo der Kürze wegen 
auf einen Augenblick für 4. (4(2n —1)--1) das einfache Zeichen m gesetzt ist. 
Demnach ist 

ıT = (-1)”" (1449) — (r 41/07) Br, Mod. 2. 
Und wenn durch A dividirt wird und für »’’=") und (r-- 1)” die nach 


J 


—)n 


dem Modul 4 congruenten einfacheren Potenzen r’””" und (r--1)‘”"" zesetzi 
werden, so ist 
T= (-1)”"(1-+-r”"—(r-1)7"")B,, Mod. 3. 

Die hierin vorkommende Bernoullische Zahl BD, kann noch dureh 
Reduction auf eine möglichst niedrige Bernoullische Zahl vereinfacht werden: 
mittels der von mir in einer kleinen Abhandlung (Bd. 41. S. 371 dieses 
Journals) bewiesenen Eigenschaft der Bernoullischen Zahlen, dafs 

„ge — Mod. A 
ist, für «—4(4—1) und für alle Werthe des n, welche nicht Vielfache von 
u sind. Diese Congruenz giebt unmittelbar die allgemeinere: 
B, (—1)° Barsu 


= "True Mod. 4, 
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welche für alle ganzzahligen Werthe von s gültig ist. Setzt man in dieser 
s—?2n—1, so erhält man für m —=4(4(2n—1)—1): 
B, 


B.„ = Ar Mod. 4. 


Wird dieser einfachere Werth des B,, angewendet und erwogen, dafs 
-1)"t“ — (—1)” ist, so erhält man 





. n 4.0 u.a BD. e 
7 1 ) (1 -_tr- Ben ——— (r 1 Er 2 ° Mod. hy 
t 


und demnach 


d “ n Iv,.(e ) N gi | en 
ET = Ya r—e4nen) 


B, dr l(fler)”) 


2n dur" 








. Mod... 


\ermöge dieser Congruenz verwandelt sich der zuletzt gegebene Ausdruck 
des Ind. &,(e) in folgenden: 


RB, di-?n I(f(e ‚A 


Ind.E, (oe) = (-1\{(y” —1 -, Mod.#. 
1 Be. 7; dur?" | 





Dieser Ausdruck, in welchem die Zahlen der Kreistheilung nicht weiter 
vorkommen. welcher vielmehr den Index der Einheit #,(«) durch die com- 
plexe Primzahl fie) selbst darstelltl, in Beziehung auf welche das Zeichen 
Index zu nehmen ist. wird in dem Falle, wo #4 ein Vielfaches von 4 ist. 
nichtssagend. Es sind also auch bei der Anwendung dieser Formel diejenigen 
Ausnahmewerthe des 4 auszuschliefsen, für welche 4 ein Factor des Zählers 
einer der ersten 4(A—3) Bernoullischen Zahlen ist. Für den Fall, dafs 
/(e) eine wirkliche complexe Primzahl ist, hat man einfach #/=1 zu setzen. 
Man kann aber auch für den Fall, dafs f(«) eine ideale complexe Primzahl 
ist. den Ausdruck des Ind. #£,(«) einfach durch 

BB, di2)fler) 
’ 4m "7 u 
darstellen. wenn man ein für allemal festsetzt, dafs für f(«), falls es ideal ist. 
sein Ausdruck als Zfte Wurzel aus der wirklichen complexen Zahl f(e)” ge- 
nommen werden soll. 





Ind.E&, (0) = (1) (y” —1 


[ Ar“ 
u" 


Mod. 4 


$. 2. 
Eine Erweiterung der Theorie der Kreistheilung. 
Nachdem in dem vorhergehenden Paragraphen die Indices von 4, 1— eo‘ 


und e(o) oder E,(«e) gefunden worden sind, für welche der Modul f{«) ein 
Primfactor einer nichteomplexen ganzen Primzahl » von der Form vi --1 ist, 


mufs noch dieselbe Aufgabe für den allgemeinern Fall gelöset werden. dafs 
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der Modul f(«) eine zu irgend einem Exponenten £ (Divisor von —1) ge- 
hörende complexe Primzahl ist. Die Lösung dieser Aufgabe erfordert als 
Vorarbeit eine Erweiterung der Theorie der Arestheilung, welche ich hier 
kurz entwickeln will. 

Es sei also f{«@) ein idealer complexer Primfactor der nichteomplexen 
Primzahl 4, welche zum Exponenten 7 (einem Divisor von 4—1) gehört, für 
den Modul 4, so dafs y’ ==1, Mod.4, dafs aber keine niedrigere Potenz von y 
der Einheit congruent ist, für den Modul 4. Wird eine solche eomplexe Prim- 
zahl f(«@) zum Modul genommen, so ist ein vollständiges Resten-System dieses 
Moduls in der Form 

a-- Ra +++ +a_,a 
enthalten, in welcher alle die Zahlen «, a,, . ... «,_, alle ganzzahligen 
Werthe von O bis g—1 einschliefslich erhalten können. Die Anzahl aller ver- 
schiedenen Reste ist also gleich g’; nämlich gleich der Anzahl aller Verbin- 
dungen der q Zahlen a mit den y Zahlen «,, mit den 4 Zahlen @, u. s. w. 
Die Richtigkeit dieser Behauptung ergiebt sich daraus, dafs, erstens, jeder wirk- 
lichen complexen Zahl #%«) die Form 
Fo) = Yyn)-epg(M)+egpln)+ - -et'pln 

gegeben werden kann, wo p(7), (7), u. s. w. complexe Zahlen sind, welche 
nur die aus je ZGliedern bestehenden Perioden der Wurzeln oe, @,... a” 
enthalten (M. s. meine Abhandlung Bd. 35. S. 337 dieses Journals); zwrertens 
daraus, dafs in Beziehung auf einen solchen Modul f{«) diese Perioden. und 
also auch die complexen Zahlen (7), (7). u. 5. w., stets nichteomplexen 
ganzen Zahlen congruent sind; und endlich, dril/ens, daraus, dafs eine complexe 
Zahl von der Form 


v4 | 4 t—1 
(a—b) m —b)ae+(w—b) 4... 


(a,_,—b,_,)% 
nicht durch f\«) theilbar sein kann, ohne dafs zugleich « = db, «= b,, 
a=b,,... 4 ‚=eb,_, ist, für den Modul g. 

Es giebt ferner für den Modul f{«) stets primilive Wurzeln g(«), in der 


Art, dafs die verschiedenen Potenzen einer solchen primitiven Wurzel 
1.) ge), go), ya), ... Kar, 

alle verschiedenen Reste für den Modul f{«), mit alleiniger Ausnahme des Restes 0. 

vollständig erschöpfen. Der Beweis dieser Behauptung kann eben so leicht und 

nach derselben Methode gegeben werden, nach welcher man in den Elementen 

der Zahlentheorie die Existenz der primitiven Wurzeln für die gewöhnlichen 


Primzahlen beweiset; weshalb ich denselben übergehe. 
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Wenn Fe) eine beliebige, jedoch nicht durch den Modul f(«) theil- 

bare complexe Zahl bezeichnet, so ist 
F(e)'— = 1, Mod.f(e). 
Wenn ferner g(e) eine primilive Wurzel ist, so hat man 
g'—ı 
Yg aD = —1, g()* = ef, Mod.f(e); 

wo A niemals congruent Null ist, für den Modul 4. Es kann auch die pri- 
milive Wurzel g(@). welche in dem Folgenden einfach durch 9 bezeichnet 
werden soll, immer so angenommen werden, dafs 4k==1 ist und dafs man also 


g! l 


y*' =cea, Mod.f(e) 


hat. Wir wollen ein für allemal festsetzen, dafs die primilive Wurzel y immer 





dieser Bedingung gemäls angenommen werden soll. Die Beweise der in diesen 
Congruenzen enthaltenen Sätze, welche nach den in der Theorie der complexen 
Zahlen gebräuchlichen Methoden leicht sind, glaube ich ebenfalls hier über- 
sehen zu können. Zu bemerken ist noch, dafs die primilive Wurzel y nie- 
mals eine nichtcomplexe Zahl sein kann, aufser in dem Falle —=1, für 
welchen die primitiven Wurzeln des Modul f(«) genau dieselben sind, wie 


sewöhnlichen Primzahl p = Nf(«). 


die primiliven Wurzeln der 

Is „= g(e), Mod. f(e). so soll 2 hier ebenfalls der Index von y(«) 
für den Mod. f(e) heilsen und durch Ind. g(«) bezeichnet werden. Es gelten 
dann für die Indices ebenfalls die Gleichungen 

Ind. pe) Ind. Fe) = Ind.(p(e)Fe)), Mod.y—1 und 
alnd.yp(e) = Ind.(p(e)”). Mod. y’ —1. 

Nachdem Dieses vorbereitet ist, gehe ich zu dem Haupigegenstande 
dieses Paragraphen über, nämlich zu der Erweiterung der Theorie der Kreis- 
heilungs und zwar knüpfe ich dieselbe an die complexe Zahl w,(e) der 
Kreistheilung an. welche schon oben definirt wurde und für welche die Lehre 
von der Kreistheilung folgende sechs Ausdrücke giebt: 


w,(e) _— N ah—tr+1) Ind. (gi), 
> hr en 
w,(@) =— N af rInd.(g H), 


I ar-(+D Ind, (gf +1) 


m 


w,(e) 


q 


w (a) == N a@+Vh-+r Ind. (gf+1) 


v,(@) = Zarh+ Ind. (gR+ı), 


> ma, 1)h + Ind, (sh-+ı) . 


w,(d) = 
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wo die Summenzeichen sich auf die Werthe 4=0,1,2,... p—2 ersirecken, 
mit Ausschlufs des Werthıs A =4(p—1), für welchen 9"--1==0, Mod.p, 
sein würde. 


Die hier auszuführende Erweiterung der Theorie der Kreistheilung soll 
nun darin bestehen, dafs in diesen Ausdrücken des w,(«) die primilive Wurzel y 
der Primzahl » als primitive Wurzel für den complexen Modul f(«) aufge- 
fafst und demgemäls auch das Zeichen Ind. auf denselben Modul f(«) be- 
zogen werden soll. Die Summen werden dann in Beziehung auf die Werthe 





h—=0, 1,2, 3,...  —2 zu nehmen sein, mit Ausschlufs des Werths AJ—=4(g’—1). 
für welchen g"--1==0, Mod. f(«) sein und folglich Ind. (g"--1) keinen Sinn 
haben würde. Die complexen Zahlen ,(«), in diesem neuen Sinne genommen, 
sollen zur Unterscheidung von denen der Kreistheilung durch %,(«) bezeichnet 
werden. Die obigen sechs verschiedenen Ausdrücke von ,(«) stimmen auch 
bei dieser neuen Auffassung der Zeichen g und Ind. ganz miteinander überein: 
in der Art, dafs sie alle nur verschiedene Ausdrücke einer und derselben 
complexen Zahl sind. Es wird also hinreichen, nur einen dieser Ausdrücke 
zu untersuchen. zu welchem ich den letzten wähle. Ich setze also 


Y(o) un Natr+Dh+ Ind. cz +, 


wo das Summenzeichen sich auf die Werthe A=0, 1. 2,3. ... ! —?2 er- 
streckt; mit Ausschlufs von A=4(g'—1), und wo g eine primitive Wurzel 
für den Modul f(«) bedeutet, auch das Zeichen Ind. sich auf denselben Modul 
und dieselbe primitive Wurzel bezieht. Der Modul f(«) selbst ist ein com- 
plexer idealer Primfactor der zum Exponenten ?! gehörenden gewöhnlichen 
Primzahl g. 


Aus dieser Definition der complexen Zahl #,(«) folgt zunächst un- 


mittelbar 
P,.,(e) = F,(e), Pla) = —1, FP,_ıle) = —1. 
Setzt man ferner «” statt «, so erhält man 
Pl) — nt +Dgh+gind. (+1), 


Es ist aber (g9"+1)’= g"’-+-1, für den Modul g, und also auch für den 

Modul f(«), welcher ein Factor von g ist; demnach ist auch Ind. (g"-+1) 

— Ind. (g9°'-+-1), Mod. (y'—1). Setzt man Dieses in den obigen Ausdruck 

des #,(«") und k=gh, Mod. (g’—1), so entsprechen den Werthen =0, 1, 2,... 

... 7 —2, mit Ausschlufs von A=4(g'—1), genau die Werthe k—0, 1,2, 3,. se, 

mit Ausschlufs von k= 4(gq'—1), wenn auch in anderer Ordnung genommen, 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLIV. Heft 2. 15 
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und darum ist 


Pla) — Za-trtDk+Ind.(gi+n) 


also 

(0) = #,(0); 
aus welcher Gleichung auch sogleich die allgemeinere 

r (a = PP (6) 
für jeden beliebigen Werth des % folgt. Man sieht hieraus, dafs die complexe 
Zahl #,(@) nicht die einzelnen Wurzeln «, @, @,... 0" 
sondern nur die Perioden derselben, welche je ? Glieder umfassen. Dies ist 
die erste wesentliche Grund- Eigenschaft der complexen Zahl #,(«). 

Multiplieirt man die beiden reciproken complexen Zahlen 7,(«) und #,(«"') 

miteinander, so wird das Product derselben durch die Doppelsumme 


in sich enthält, 


. - / —y — ._} RR m A .— ok 
P(o)P lat) = Zn -MH Ind. @ÜHl—Ind. (gi+n) 


ausgedrückt, für 4=0,1,2,3,... !—2, k=0, 1,2,... g’—2; mit Aus- 
schlufs von A= 4(Q—1) und k==4(y'—1). Ich scheide aus dieser Doppel- 
summe zunächst alle die Werth-Verbindungen von 4 und A aus, für welche 
h=—k ist. Ihrer finden offenbar y„—2 Statt, und es wird für dieselben die 


Potenz des « unter dem doppelten Summenzeichen nur gleich Eins. Man hat also 
PB 


für alle ganzzahligen Werihe des A und k von O bis —2 einschliefslich; 


N @) r (&*) u Y—?2- NNa7tr+Deh k) + Ind. (g?+1) — Ind.(ek+1) 


mit Ausschlufs der Werthe 4(g’—1) und der Werth-Verbindungen, für welche 
h—k ist. Man transformire nun diese Doppelsumme, indem man 
gg, Pa — y", Mod. f(e), 
setzt. so erhält man 
F(e) Pe) = ! — 2 4 Zelt EM, 

Die Summenzeichen beziehen sich hier auf die verschiedenen Werthe 
des A’ und %’, und es sind denselben alle Werthe von 1 bis y’—2 einschliefslich 
zu geben; mit Ausschlufs derjenigen Werth-Verbindungen, für welche 4 —=#' 
ist. Vermöge der Congruenzen, welche die neuen Unbestimmten 4 und 4’ 
durch die alten 4 und A ausdrücken, entspricht nämlich jeder einzelnen Ver- 
bindung der Werthe von 4% und A eine, und nur eine Werth-Verbindung der 
angegebenen Werthe von 4 und A’; und eben so, umgekehrt: jeder beliebigen 
Werth-Verbindung des A’ und A’ entspricht unter den angegebenen Bedingungen 
eine, und nicht mehr als eine der Werth- Verbindungen des % und A. Ich 
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nehme jelzt mit dieser Doppelsumme noch die kleine Anderung vor, dafs ich 


sie mit auf diejenigen Werth-Verbindungen erstrecke, welche 4 — %' geben. 
Dies wird ohne Beeinträchtigung der Richtigkeit der obigen Gleichung ge- 
schehen können, wenn die Summe aller, der Werth-Verbindung 4’ — &' ent- 


"*_ in Abzug gebracht wird. Es ist demnach 


sprechenden Glieder, nämlich I« 
P,(e) Pla) =  —2 — Zar 1 EERtOM, 

für W=1,2,3,...g—2, k"—1,2,3,... —2. Die Werthe des # und X 

sind nun gänzlich unabhängig von Keen, und man kann die Summation in 


Beziehung auf beide einzeln ausführen. 


Summirt man zuerst in Beziehung auf #, so erhält man 


— 4 5) BE N { t!_o\ 
Na" amssrers on! - a u + ih + a u —1. 
also 
F(o)F(ao') = ! —2 — Zu — Zattd", 
Schliefst man die beiden besonderen Fälle aus, wo r=0, oder r--1=0. 


i 


Mod. /, so ist wieder jede dieser beiden Summen gleich —1, und man hat 
als Endresultat: 
Fie)Wta”") = ge; 

welches die zweite G@rund-Kigenschaft der complexen Zahl 7,(«) ist, deren 
Analogie mit der entsprechenden Eigenschaft der complexen Zahlen der Kreis- 
theilung ,(e) auf der Hand liegt. 

In den beiden besondern Fällen. "=0 oder r--1=0, Mod. 
wird allemal eine der beiden Summen I«‘” 
dann aus lauter Kinsen besteht, gleich y —2, die andere aber gleich —1. 


oder ZatD®, weil sie als- 


Man erhält demnach 
File), Fa) F (ke); 
welches mit den oben angegebenen, aus der Definition unmittelbar folgenden 
Werthen von #,(e)— —1 und #_,(e)—= —1 übereinstimmt, aber nichts 
Neues lehrt. 
Nach der ersten Grund-Eigenschaft der hier behandelten complexen 


Zahlen ist: 


P,(ar ) —= == Pfe). 
Wenn nun { eine gerade Zahl ist, so ist, weil g zum Exponenten gehört, 
yz=1 und y’=—1, Mod. Es gie sich daher, wenn A=3%f ge- 


setzt wird: 


Pla) u File); 


J 


15 * 
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woraus, vermöge der zweiten Grund-Eigenschaft dieser complexen Zahlen, 
F,(e) = g 

folgt. Für den Fall, dafs # eine gerade Zahl ist, ist also die Zahl 7,(«) in 

Wahrheit nicht eine complexe Zahl, sondern einer Potenz der gewöhnlichen 

Primzahl 4 gleich. Das Haupt-Interesse der gegenwärligen Untersuchung liegt 

demnach nur in dem Falle, wo £ ungerade ist, in welchem #,(«) nicht nur 

scheinbar, sondern auch wirklich eine complexe Zahl ist. 

Zur vollständigen Erkenntnifs der complexen Zahlen 7, («), namentlich 
für den Fall wo 7 ungerade ist, gehört noch die Zerlegung derselben in ihre 
complexen, idealen oder wirklichen Primfactoren, welche, weil nach der zweiten 
Grund-Eigenschaft derselben das Product zweier reciproker Zahlen einer Potenz 
von 4 gleich ist, nur die idealen Primfactoren des g sein können; also nur 
die Primfactoren f(«), f{e), f(®”), ... u.s.w. Von diesen sind bekanntlich. 








da y zum Exponenten ? gehört, je £ einander gleich, so dafs nur wesent- 
. . )_° u) . Al 
lich verschiedene Primfactoren vorhanden sind; als welche, wenn ——t ge 


setzt wird (welche Bedeutung der Buchstabe r in dem Folgenden überall 
beibehalten soll), die Primfactoren 
(ea), flat), fie’), ... f(e'”) 

oenommen werden können. Man hat daher 

P,(a) = Ela)f(o)”. fer)” ... ter, 
wo K(«e) eine Einheit ist und m, m,,....m,_, die noch zu bestimmenden 
Exponenten sind, welche angeben, wievielmal jeder der verschiedenen Prim- 
factoren des g in %#,(«) enthalten ist. 

Mittels der zweiten Grund-Eigenschaft der complexen Zahl #,(«@) kann 
nun sogleich die eine Hälfte dieser Exponenten durch die andere Hälfte aus- 
gedrückt werden. Wenn nämlich, wie hier vorausgesetzt wird, ? eine un- 
gerade Zahl ist, so ist 7 eine gerade Zahl, weil A—1 = fr ist. Verwandelt 
man « in @”' und erwägt, dafs f(e') = f(ar"*") —f(ar"*”) u. Ss. w. ist, so 


erhält man 


zn Be: mu. are ra 
r, (& 1 — (0 ” .[(e) nl fa)" ® Fı = .[(eX ya \ 
Multiplieirt man diesen Ausdruck mit dem vorigen, so erhält man, vermöge 


der Gleichung #,(«) F,(@e')= g', für die Exponenten m, m,, Ma, ... M,-.ı 


J 


folgende Gleichungen: 


mm, —=l, mM ml... Mut m il. 
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Also ist die Summe je zweier dieser Exponenten, deren Stellenzeiger um 
!7 unterschieden sind, immer gleich £. 

Die vollständige Bestimmung dieser Exponenten ist etwas mühsam, führt 
aber, wie sich zeigen wird, zu einem ziemlich einfachen und sehr eleganten 
Resultate. Es müssen dazu Congruenzen angewendet werden, deren Modul 
eine Potenz der complexen Primzahl f(«) ist, und es kommt dabei haupt- 
sächlich darauf an, die Wurzel & durch eine Potenz der primitliven Wurzel y 
zu ersetzen. welcher sie in Beziehung auf den Modul f(«)" congruent ist. 


Dies geschieht auf folgende Weise. Wenn der Kürze wegen 7 = —— ge- 


setzt wird (welche Bedeutung der Buchstabe v hier überall beibehalten soll). 
so ist, wie oben gezeigt worden: 
y’ = ee, Mod.f(e). 
oder, wenn man diese Congruenz als Gleichung schreibt: 
| g’ = o+wf(le). 
Erhebt man dies zur Potenz q, so ist 
(a —1) 
1.2 
und, da 4 den Primfactor f(«) einmal enthält: 
gy’ = a’, Mod. f(«)". 
Auf dieselbe Weise weiter schliefsend, findet man, dafs allgemein für jeden 


y’—= + garn'wf(a)-- a w flo) - 


Werth des A die Congruenz 
k 


Pa Mod. fe)", 
Statt hat; und wenn für k ein Vielfaches von 2 genommen wird, da q" 1. 
Mod. 4 ist, so ergiebt sich 

ge“ = «a, Mod. fe)"; 
wo n eine beliebige positive ganze Zahl ist. 


Nachdem Dieses vorbereitet worden, verwandle ich in dem ursprüng- 
lichen Ausdrucke, durch welchen #,(«) definirt wurde, & in «’’. Dann ist 
F.(0r”‘) — Zul t+Dy—intymiing, (gi+1), 

Man setze ferner r--1==y*, Mod.4, so wird (r--1)y”==y*!”, und wenn 
wieder y; den kleinsten positiven Rest von y* für den Modul A bezeichnet, 
so ist (r - DyYrzy. y'z=y_;„ Mod. 4. Endlich setze man noch 
Ind. (g*""-11) statt Ind. (9"-+-1); welches demselben vollkommen gleichbe- 


deutend ist, indem g’”" =g ist, für den Modul f(«). Dann erhält man 


1 nt 
P,(a”) = a re-ihtry-i ind. (gt7 +1) 
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Yy . x ‚nt . y 
Wird nun die Congruenz 9°’ == «, Mod. f(«)"'*" angewendet. so ver- 
wandelt sich diese Gleichung in folgende Congruenz: 


. vi Fe FR grtr yo: ‚g”tynd. ohg"!ı; 
Fler ) — 2y Ni ı’9 er u ( z Mod. fe)". 
Es ist aber 
Ind. (er 41) . hart ı . \ 
y = 9" —1, Mod. f(e), 
woraus 
rt Ind, (oh9"' 41) r hart \grt . nt-+1 
Yy | = (g'T --1)7 „ Mod. f(o)”*'. 
lolgt. also 
Bl Ey Ye TR erg 47-177” Mod. flat 
\“)z==9°% wir „ Mod. fe)”. 
Das Summenzeichen erstreckt sich auf die Werthe 0, 1,2,... g’—2 von 
h und es ist hier nicht weiter nöthig, den Werth A = 4(g'—1) auszu- 
schliefsen. weil für denselben der Ausdruck unter dem Summenzeichen con- 
oruent Null ist, für den Mod. fa)". 

Nun ist die unter dem Summenzeichen stehende Potenz des Binoms 
gy’ 1 nach dem binomischen Lehrsatze zu entwickeln. Wird dabei durch 
//(m) das Product der Zahlen 1.2.3.4...n bezeichnet, so erhält man die 
daraus hervorgehende Doppelsumme in folgender Form: 


P” Iky vo") (7,4 Mhgrt 
Fl) = 22 nn a rer Mod. flat. 
” ö I/Iık) Uy_:vg"'—h) J il lo f\ / / 


für4=0,1,2,3,...—2 und k=0,1,2,3,...y_;vg". Setzt man 
für einen Augenblick Yy.-vy" + hk = 1 und führt die Summalion in Be- 








ziebung auf A aus, so ist allgemein 


Ta en amt 
S glho"! BEE Ss 





nt ’ 


1— y!4 
also immer congruent Null für den Modul f(«)"’*'; mit Ausnahme der Fälle. 
wo l ein Vielfaches von "—1 ist. Es sei also 

= —y,_rg"+k = s(! —1) = sur, 
so Ist 
(—1) Hy; vg") 


Fe )= 57 DR; Mod. f(o'"*t; 
ie Il(y,—9 + sAv) LE(y- vg"! — y,-i9 — sıV) ’ od. f(e) - 








wo sich das Summenzeichen auf alle ganzzahligen Werthe von s bezieht, für 
welche weder y,_;r + siv, noch Y_,rg"— y,_;y —siv negativ wird. Wird 


Ve E 1) 





endlich noch s = — x gesetzt und aufserdem « in «’ verwan- 


/ 
delt. so ergiebt sich 
E an If :yart 
F(e) = 3 (—1) I(z_iv") 





IHK(y.- 7" — Avz) Il(y-— Yo) vg" + AV2) 
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n i\ni+1 . . ‚ 
für den Modul f(e’)  ; wo das Summenzeichen auf alle ganzzahligen Werthe 
des & sich bezieht, für welche weder y,_;g""—4z, noch (y ;—y,_.)y" 42 


! do—i, 


negativ wird. 


Durch diese Congruenz, in welcher n beliebig grofs angenommen wer- 
den kann, wird die Untersuchung, wievielmal #,(«) den complexen Prim- 
factor f(e”) enthält, darauf zurückgeführt, zu untersuchen. wievielmal diese 
Summe, welcher %,(«@) congruent und welche eine nichteomplexe Zahl ist. 
den Factor g enthält; denn es ist klar. dafs, wenn n hinreichend grofs an- 
genommen wird, die Summe den Factor y genau ebensovielmal enthalten muls. 
als #,(@) den Factor f{«’‘) enthält, welcher ein Primfactor von q und dessen 
(nA--1)te Potenz der Modul dieser Congruenz ist. 

Zu diesem Zwecke werde ich zunächst beweisen, dafs. unter der Vor- 
ausselzung, Y7_;—Y,-; Sei posiliv, dasjenige Glied dieser Summe, welches 
dem Werthe s—0 entspricht, von allen die niedrigste Potenz von g als 
Factor enthält; in der Art, dafs jedes beliebige andere Glied als dieses. 
eine höhere Potenz von y als Faclor enthalten mufs. Demgemäfs wird die 
Untersuchung, wievielmal die ganze Summe den Factor y enthält, daranl 
redueirt sein, zu untersuchen, wievielmal das eine dem Werthe 20 ent- 
sprechende Glied der Summe den Factor y enthält. 


Ich bediene mich hier des folgenden. wenn nicht bekannten. so doch 
leicht zu beweisenden Satzes: 


Lehrsatz: Wenn g eine Primzahl ist und die Zahl 4 auf die Form 
A — a+ay+9n- +: ang 
gebracht wird, in der Art, dafs die Zahlen «a, a, @&. ... «@,_, nicht 
negativ und alle kleiner als y sind (welches nichts anderes ist, als die 
Zahl A nach gtheiligem Zahlensysteme geschrieben), so ist die Anzahl 
der in dem Producte 
1.2.3.4... A = II(4) 

enthaltenen Factoren g gleich 


A—(a+a+a,+ ... +a-ı) 











y—l 
Mittels dieses Satzes läfst sich nun folgendermaafsen untersuchen. wie- 
| MEERE IKA+B) 1 tan ist A 
vielmal der Factor y in dem Binomialcoöfficienten TAU) enthalten ist. Man 


giebt beiden Zahlen A und B diese Form, nämlich 
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A 2 | | k—1 
A = aan + + +amg und 
B=b-+buat+bf +... Fang‘, 
so dals die Zahlen a, &,, &, ... &_1, db, d,, db, ... d,_, alle kleiner als 
y und nicht negativ sind, und bildet folgende Reihe von Gleichungen: 


bb = #-+ec 
) Kr 7171 I 
ET ad, uw b, = &4 65 
sb = a4 +0, 


&-2T %-ı 2 I, = 4 C;-ı: 
in welchen die Zahlen e, €,. &. ... €;_, derselben Bedingung unterworfen 
sein sollen, dafs sie nicht negativ und kleiner als 4 sind. und in welchen 
demgemäfs die Zahlen e, &, &. ... &_, nur die Werthe Null oder Eins 
erhalten können. Addirt man alle diese Gleichungen, nachdem die erste mit 1. 


die zweite mit g, die dritte mit g. u. s. w. multiplieirt worden. so erhält man 




















A-+B = c+- eg +04 ou g "tag". 
Nennt man N die Anzahl, wievielmal der Factor 4 in dem Bi- 
POCER /KA+B) m: | 
nomialcoeflieienten TTA)IB) enthalien ist. so ergiebt sich nach dem obigen 
Salze: 
N — A+B—(c+c +: +0-ı+t&-ı) _ (A—(a+a, + +@-ı)) 
LI ER y—1 y—1 
_ (B—(+b + +b-ı)) 
y—1 ’ 
oder. vereinfacht. 
N. a+@+---+ a—itb-b, +... + I-1ı— Ce —L, — + — C-1 


y—1 
und da durch Addition des aufgestellten Systems von Gleichungen 


a4, — ... r dı_ +b+-b,-+ ... -mn—c1—ı— ER 


1 
— (y-1N)(e+a+&+ + — &-ı) 
ist. so erhält man 


N = e+&8 48-0. 82. 

Um die Anwendung auf die vorliegende Summe zu machen. welche 
dem %#,(@) congruent ist und deren einzelne Glieder Binomialcoöfficienten 
sind. setze man 

A=y7_g"—iwz, B= (y,—Y-)Vy" +hvz, 


A - B m er vg", 


so wird 


ms / ni —— ” [ » | ° 2 | k—1 k 
7-ı/9 En 764947049 ut 6,4 &_4» 
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woraus zu sehen, dafs die Zahlen e, eı, €. ..., bis e,,_. einschliefslich, gleich 


Null sein müssen. Ist nun aufserdem auch  — a, = m —... —A,,_, 0 
und b=h, =b,=—=...——b,, ,—0. so folgt aus dem die Zahlen #, b, e 


und & verbindenden Systeme von Gleichungen, dafs auch die Zahlen e, &,. 
&2 2. &,,4-1 gleich Null sind. Auch werden durch diese Bestimmungen die 
Werthe der übrigen Zahlen e&,,, &,4.1> »-- &_ Im Allgemeinen gar nicht ver- 
ändert. und nur in dem ganz besondern Falle, wo in der Gleichung 


> 
Ent) dub, — E47 On 
d,,+b,, = g—1 wäre, würde &,, von &,,_, abhängig sein, indem, wenn &,,_, 


nicht gleich Null, sondern gleich Kins wäre, auch &,, den Werth Köns statt 
Null erhalten würde. Durch andere als die angenommenen Bestimmungen 
der Werthe &, &. &» ... &;,., können also die Werthe der folgenden Zahlen 
in einem besondern Falle zwar erhöht, niemals aber erniedrigt werden. Für 


diejenigen Glieder der zu untersuchenden Summe von Binomialeoeflieienten, 


für welche die Bedingungen = ww ==. —=A4d,,=0 und b=b, 
— ==... —b,,_ı —=O erfüllt werden, mufs demnach nothwendig die Total- 


summe aller &, nämlich &--&,——- »** --&_,, kleiner sein als für alle andern; 
d.h. die Anzahl der in solchen Gliedern enthaltenen Factoren 4 muls noth- 
wendig kleiner sein, als die Anzahl der in einem der andern Glieder dieser 


Ey 


ww’ 


Summe enthaltenen Factoren 4. 


Vermöge der Bedingungen «= 4a, = ++» —=4,,_, 0 und b —=b, 


...— u; m () ist 


Y-ry"— 2 — 4" (du 42194 ag") und 
a Ay y ni_| are nn nty L | | k—nt—I\, 
(—-Y%-)Vy" Twz — 4 buy-tbduay + + nid }; 
woraus folgt, dafs x durch g” theilbar sein mufs. Setzt man daher s—=y"?z’, 
und beachtet, dals y,_; << # und nach der obigen Voraussetzung auch 
Yy_;—Y.-ı positiv und < 4 ist, so zeigt sich aus den Bedingungen. dals 
7: " — Az und (7-7 Yo-1)9" 42 nicht negativ werden dürfen, dafs 2’ 0, 


also auch z<—=0 der einzige Werth von x ist. welcher diesen Bedingungen 

genügt. Da ferner jeder andere Theil der zu untersuchenden Summe den 

Factor y öfter enthält, als der dem Werthe 20 angehörende, so folgt, 

dafs die ganze Summe den Factor 4 genau eben so oft enthalten mufs, als 

dieser eine Theil derselben, und dafs also endlich die complexe Zahl #,(e) 

den complexen Factor f{«’‘) genau eben so vielemal enthält, als der Binomial- 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLIV. Heft 2. 16 
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coöfficient 
II(y_;vgq"') 
HKy.-ivg"') IKy-i— Yo-i) vg" 





den Factor g. 
Um diese Anzahl mittels des obigen Satzes zu finden. bringe ich die 


! 
r . ( —41 . . ” 
Zahl y,r, in welcher v = 7 ist, auf die Form 





vv d-dgr-dg +. + + d_g”: 


/h 
wo d, d,,..... d,_, alle kleiner als 4 und nicht negativ sind. Alsdann ist die 
Anzahl der in dem Producte //{/y,rvq"') enthaltenen Factoren 4 gleich 


rt —(d+d +d, +... +d;_ı) 
g—1 





Multiplieirt man den Ausdruck des y,v mit 4, so erhält man 
ng = Yard idg-idg + Adug. 

Hieraus folgt zunächst, dafs y,-+-#d durch g theilbar ist. Setzi man 
also y,--Ad-—= dg, so folgt weiter, dafs auch Ö---Ad, durch y theilbar sein 
mufs u. s.w. Man erhält also folgende Reihe von Gleichungen: 

Ytıd —= dy, 
Oö + Id, = (09; 
d, 4 | 


i 


, = du, 


d,.tid,_, = 0. 
in welchen die Zahlen d, d,. d,. ... d,_, alle kleiner als A und positiv sein 
müssen. Macht man aus diesen Gleichungen CGongruenzen für den Modul 4, 
und erselzt y durch eine Potenz der primitliven Wurzel y (welche, weil y 





« BER PR, . £} . . 
zum Exponenten Z gehört und 7 —- — ist, nothwendig 9 = y”" sein muls. 
wo m eine relative Primzahl zu £ ist): so erhält man 

y" = y"t, == I ee ; PER — I; 
also 
A) = . Ö, —— "al N en u: —— Y 
und da alle diese Zahlen positiv und kleiner als 7 sind: 
Ö Yh-mt> a u Ob == Yh- 
Addirt man alle die Gleichungen. durch welche die Zahlen d, d,, ... d,_, 


mittels der Zahlen d, d,,. ... d,_, bestimmt werden, und setzt für die letzteren 
ihre gefundenen Werthe, so erhält man 


\/ > 


2 | | | 5 | Ar . A 
I (d r d, vie d,_ı) (g —1) \Yh—=mt nu j h=2mı + ia | In). 
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Die Reihe der eine Periode bildenden Reste 


A As ih As “ | Ay 

Yh -mı | /h=2mt | /h-3mı rate Tr jh-tı 
ist. weil m relative Primzahl zu # ist, wenn man von der bestimmten Ordnune 
der Glieder absieht. dieselbe wie 


1} 
1} 


| w | EB ST 
YhT Yhtr tar 77  /hıGd-Dr* 
Diese ist. wie man weils, immer durch 4 theilbar, aufser für =1. wes- 


halb sie durch 48, bezeichnet werden soll, so dafs 


f 


' N As L Ar As —o..0.00 Ar 
IS, ame /h” Ynrat Ya: | Jh+lt—l)ı 
ist. Demzufolge giebt die vorige Gleichung: 
f N ! y u 
dd, -- d,-- es —-d,_, = —1)®8, 
und man erhält die Anzahl der in dem Producte /7(z,vg"') enthaltenen Fac- 
toren g durch die Zahl 


1 
„vq" 
Ynvq BR: 


y—1 





ausgedrückt. Setzt man nun Y_;—7y,_;, Welches nach der Voraussetzung 
positiv und nothwendig kleiner als 4 ist, gleich „,, und nimmt sodann nach 
einander A= —?, h=o—t und A=0, so erhält man für die Anzahl der 
in dem Binomialcoöfficienten 
I(y_;vgq”') 
Hy vg" Uky-i— Yo-i) vv" 
enthaltenen Facloren g: 





8,8, — 8_;. 

Genau eben so vielemal enthält also, nach Dem was oben bewiesen 
wurde, die complexe Zahl #,(«@) den complexen Primfactor fa): das heilst: 
in dem Ausdrucke 

Pa) = Kla)f(a"ftan” ... fa" 
werden diejenigen Exponenten »n,, für welche y_;—y,_; eine positive Zahl 
ist. durch die Gleichung 
m; — 8,_,4-8,— S_; 
bestimmt. 

Aus der Gleichung 7_;— Y,-; 

oder 1—y°==y°*, Mod.7, und da = r--1 ist, so folgt weiter —r y" 





ns | 1 nn Al Er 
— 7, folgt die Congruenz 5 yı'zı 


oder r=y’"' =“, Es ist also o-+-?— u =eInd.r oder 6 = u —:- Ind.r, 

Mod. —1, wenn das Zeichen Ind., wie oben, sich auf den Mod. und 

dessen primilive Wurzel 7 bezieht; und da eben so oe = Ind. (r +1) ist. so ist 
m; == S_;+ mar + S_iru Hr ma. — S_;. 


16 * 
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Die mit ‚S, bezeichneten Zahlen haben aber, wie bekannt, die Eigen- 


schaft. dafs 8,,,==£—s, ist. Also kann dem Ausdruck des »n; auch eine 


der folgenden beiden Formen gegeben werden: 


x 


7 1 7 
In; — 5 un S_; use N) e S_;. Ind. (r+ 1) a 


—i + Ind.r 


oder 
in; S 8 


u | u—i+ Ind,r 


Sg 
a N 


-2+ Ind. (r+1) 

Es ist jetzt auch nicht schwer zu zeigen, dafs die Bestimmung der 
Exponenten »2,. welche bis jetzt nur für diejenigen Werthe des 2 bewiesen 
wurde, für welche 7_;—y,_; positiv ist, ebensowohl für alle andern Werthe 


von ? gültig bleibt. 


Aus der Gleichung Y,,,—=4— 7, folgt, dals 





d uUH 
AR — Yo-i — Fi Bi : ZUREREER 
Wenn also 2 einen Werth hat, welcher der Bedingung, dafs y_;—Y,-; 


positiv sein soll. nicht genügt, so genügt dagegen allemal der Werth 2-+ u 


dieser Bedingung. Ferner kann das oben gefundene Resultat, nach welchem 


n; m, —=t, wel nm; = m, = My US Ww. und !.dr=u=4(—1) 
ist. auch so dargestellt werden, dafs m; —-m;,„=t ist. Es sei nun 2 eine 


Zahl, welche der obigen Bedingung nicht genügt, so ist dagegen u--2 eine 
solche Zahl, für welche der gefundene Ausdruck für ;,, richtig ist. Setzt 
man diesen aber in die Gleichung m; —=t—ın;, ,„, so findet man, vermöge 
der Gleichung 8,.,=—=f—%8,, für a; wieder denselben Ausdruck; welcher 
also für alle Werthe des 2 richtig ist 

Die Zerlegung der complexen Zahl 7,(«) in ihre complexen Primfactoren. 
welche nur die complexen Primfactoren des y sind, wird demnach durch fol- 
veende Formel ausgedrückt: 

Pa) = Elo)f(ao)" fa)" flar’)” ... Bee, 

in welcher #(«) eine complexe Einheit, f(«) ein complexer idealer Prim- 
factor der für den Modul 4 zum Exponenten ? gehörenden Primzahl g ist: 


—1 
ferner 7 = ur. und 
y Y N 
m; SE N JE En N -Ind,r 0 -Ind.(r+1) und 
n Ey I } | 
IS, en 7 Yh Hr I Yh 2 Th+d-yı u 


Die complexe Einheit #(e). welche in diesem Ausdrucke als Factor 
vorkommt, ist nolhwendig unbestimmt, so lange über den complexen Prim- 
factor f{«@), welcher im Allgemeinen ideal sein wird, keine nähere Bestimmung 
gemacht ist, Stellt man sich aber diesen Ausdruck zur Hten Potenz erhoben 
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vor. wo #I der Exponent derjenigen Potenz sein soll, für welche fe” zu 
einer wirklichen complexen Zahl wird, so kann man dieselbe immer so dar- 
stellen. dafs sie nicht die einzelnen Wurzeln «, «, ... «*=', sondern nur die 
Perioden derselben enthält; nämlich die 7 Perioden von je / Gliedern. Es 
mufs alsdann, weil, wie oben bewiesen wurde, 7 «) auch nur diese Perioden 
enthält, die Einheit #%(«) ebenfalls nur aus diesen Perioden zusammengeselz! 
sein. Aus der Gleichung #,() #,(@”"') = g‘ folgt ferner, dafs Ke)kE(e')- 1 
sein mufs; woraus nach einer bekannten Eigenschaft aller Einheiten folgt. dafs 
E‘«) nur gleich +0* sein kann; und da K(«) eine solche einzelne Wurzel « 
nicht enthalten kann. so folgt endlich, dafs K/e)—= +1 ist; nämlich. wenn 
f(e)” als eine, nur die Perioden enthaltende wirkliche complexe Zahl dargestellt 
angenommen wird. Diese Zerlegung der complexen Zahl #,\«) soll als die 
dritte Grund- Eigenschaft derselben bezeichnet werden. 

Schliefslich bemerke ich noch, dals dieser Ausdruck der complexen 
Zahl 7,(e) durch ihre Primfactoren für den Fall 2=1 den entsprechenden 
Ausdruck der Kreistheilungszahl w,(e) giebt, welchen ich in dem vorher- 
sehenden Paragraphen dieser Abhandlung angewendet und zuerst in dem Pro- 
gramm der Universität Breslau zur Jubelfeier der Universität Königsbery 
im Jahre 1544 und später in diesem Journale (Band. 35, 8.362) gegeben 
habe. An demselben Orte (S. 364) wird man auch schon eine Anwendung 
der complexen Zahl %,‘«) finden, von welcher ich damals nur die Zerlegung 
in die Primfactoren kannte, und wulste, dafs sie eine wirkliche complexe Zahl 
sei. für welche aber der in der gegenwärtigen Untersuchung zum Grunde 
selegte, der complexen Kreistheilungszahl ,(«) vollständig entsprechende 
Ausdruck 


P,(o) = ZattDh+ind 41) 


mir damals noch unbekannt war. 


$. 3. 

Entwickelung der Indices der complexen Einheiten und der Zahlen A und I—«‘. 
für welche der Modul eine zu einem beliebigen Exponenten gehörende 
complexe Primzahl ist. 

Mittels der in dem vorigen Paragraphen entwickelten Eigenschaften 
der complexen Zahl #,(e) können nun die Indices der complexen Einheiten, 
so wie der Zahlen A und 1—«‘, auch für den Fall gefunden werden. wo 
der Modul f(«), auf welchen sich die Indices beziehen, ein complexer 
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‚dealer Primfactor einer zum Exponenten gehörenden nichtcomplexen Prim- 
zahl 4 ist. Die Ausdrücke derselben sind den in dem ersten Paragraphen 
für den speciellen Fall *—=1 gefundenen, namentlich den beiden letzten der- 
selben. vollständig entsprechend. Ich untersuche also sogleich den (A — 2n)ten 
Dilferentialquotienten des Logarithmen der complexen Zahl %,(«), in welcher 
die Wurzel @ durch die variable Exponentialgröfse e’ zu ersetzen ist, für 
den Werth r =V0. 


Es sei demnach 


I. 


Bler) — Nerl-tr+Dh + Ind. (eg +1)) 


Tr 





für A==0,. 1.2. ...q’ =2. mit Ausschlufs von A=4/g'—1). Dann ist zunächst 
/ 2\9 




















5 7! 
. da—ın fd Pr 2) .— ) 
dr NP,(e”) \ dı D.(e' ) 
di?” Di di) rt by) 
und wenn man zur Abkürzung für einen Augenblick A — 2n—1 = m und 
Ta — U setzt, so folgt hieraus nach den Regeln der Differentialion eines 
ie”) m 
Products zweier Facloren: 
dr IP,(e”) dr+1B,(e!) 77, m d"W,(er) AU 
dv?" a er! Es du” du | 


Macht man jetzt Gebrauch von der zıwesfen Grund-Eigenschaft der complexen 

Zahl 7 /e), nach welcher F,(«) F,(«”')—g‘ ist, so erhält man folsende. für 
) / ) 

jeden beliebigen Werth der Variabel vo geltende Gleichung: 


Fe) Pe") = gyıV.W; 


j 


wo V—1-- ee" ... e!= und W eine ganze rationale Function von e 
ist. Hieraus folgt 
'{ı YW 
. (7 7 14 
(er) — II T — (td LPWY 
Pe) gan =@ vW)U, 


und wenn man den öten Differentialquolienten nimmt, 


EWD,(e-") 2 U$ f V m Ri i dU d( vw) 


—— — 


1 dm dv 








di: K; dv! 4 £ 


Setzt man nun 0 und macht aus dieser Gleichung eine Congruenz 

für den Modul A, so verschwinden Y und alle Differentialquotienten des V, 

bis zum (A— 2)ten einschliefslich, weil sie durch A theilbar sind; und wenn man 
noch beachtet, dafs y =1, Mod. ist, so erhält man 

EP(e) EU 

Ar 





Mod. 4, 


dı“ 
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für alle Werthe 0, 1.2,...4—2 von 2, oder, was Dasselbe 


du _ di Er Bet 
LE 


wenn der Kürze wegen der hi a von Pe) für v—0 








(—1)\'D;, Mod. %; 


durch D2 bezeichnet wird. Der obige Ausdruck des (A — 2n)ten Dilleren- 
tialquotienten von /#,(e') nimmt daher für v0 folgende Gestalt an: 
Br B,(e) 


du?" 


m(m—!) 


ee D„.,D, — 7D.D.- Ä 1773 D,, ‚D, — ++, Mod. / 





Durch Differentiation des oben gegebenen Ausdrucks für %,(e') erhält 
man nun für == 0: 
D' = F(— (r-+1)4--Ind. (g"--1))' 

für A —=0, 1,2,...  —2, mit Ausschlufs von 

um abzukürzen, für Fa Angabe 
— (r--1)h+-Ind. (g"- —=C, und —(r+1)k--Ind.("-—-N)=Ü.. 
so ergiebt sich 
re, (e”) 


dr 








—4(gQ—1). Setzt man. 








vy m+1 0 —. ER — wm—1 rm 9 
Z(C 04 a A > 


wo die Doppelsumme auf alle ganzzahligen Werthe des 4 und A, von O bis 
y'—2, sich erstreckt; mit Ausschlufs des Werths A=}(g —1) ndkA=!ı y—1). 
Summirt man nun die Binomialreihe unter den beiden Summenzeichen. so 


erhält man 
de? en PD .( e' 


dur?" 


= = IIC,(C, - 9”, 





und wenn für gi und EC, und für »» wieder ihre Werthe gesetzt werden: 
di? "ID, ( e' 


dt 





—= II (—(r--1)h--Ind. (g"--1)) 

x (— (r--1)(h— k)-+ Ind. (g" -- 1) 4- Ind. (g’- 1). 
für A =0,1,2,...9—2 und k=0,1,2,...g7— 2. mit Ausschlufs 
von h=4(Q—1), k=3:(—1). 

Man transformire nun diese Doppelsumme, in welcher alle Glieder, die 
gleichen Werthen von A und A angehören, als congruent Null, von selbst weg- 
fallen. durch dieselbe Substitulion, welche oben im zweiten Paragraphen zur 
Transformation einer ähnlichen Doppelsumme angewendet worden ist, nämlich: 

k 
gr, HT — g", Mod. f(e). 
so erhält man diesen (4 — 2n)ten Differentialquotienten durch die Doppelsumme 
ZI (—(r 1) Ind. (9-1) -+- Ind. (g’—1) + r Ind. (g"-g")) (kr 1) Ah) 
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ausgedrückt, wo # und A alle Werthe 1,2, 3,...g'—2 bekommen müssen, die 
Werthverbindung 4 — A’ aber ausgeschlossen ist. Man zerlege diese Doppel- 
summe in folgende drei Theile: 
— (r +1) E&Ind. or, (r NA — AT, 
= Ind. (g"—1) (et A — Ay, 
r Z&Ind. (g" — y") ((r1)X® — 4) ana 
und suche die Werthe dieser drei Theile PERS mit dem ersten Theile an- 
fangend. Um in demselben die W erihverbindung k'’— A’ nicht ferner aus- 
schliefsen zu müssen, füge man den dieser Werthverbindung entsprechenden 
Theil mit entgegengesetztem Vorzeichen hinzu. Der erste Theil ist 
Fr 1) ER Ind. (g"-1)—(r-1) EFInd. (g"—1)((r 1) A); 
wo jetzt den A und # alle Werthe von 1 bis —2 einschliefslich, ohne Aus- 
nahme, zu geben sind. Ich führe nun die Summation in Beziehung auf A’ aus. 
indem zu bemerken ist, dafs "—1==0, Mod. % und dafs die Summe I%" 
ebenfalls congruent Null ist, für jeden der Werthe 1, 2, 3,....4—2 von i. 
Dies eiebt zunächst 
Z((r+1)K— Wr z (Ay —_ N, 
Der erste Theil ist vermöge Dessen dem folgenden mn congruent: 
r +1) 14 rn) EA Ind. (gg — 
Genau auf dieselbe Weise finder man den zweiten Theil congruen! 
— (rt (r 41) 2a" Ind. (1). 

Um auch den dritten Theil auf eine ähnliche einfache Summe zu re- 
dueiren. dehne man die Werlhe von 4 und A auch auf den Werth 40 
und A’ =-0 aus; welches ohne Weiteres geschehen kann, wenn man die diesen 
Werthen entsprechenden Glieder 

rk rind. (g"—1) und r(r- 1/1 2%"! ind. (9 —1) 
subtrahirt. 

Ich verwandle nun diese Doppelsumme, in welcher jetzt A und X’ alle 
Werthe von OÖ bis g—?2 einschliefslich haben (jedoch mit Ausschlufs der 
Werthverbindung 4 — A’), indem ich 4’ --A’ statt 4’ seize; wodurch sie fol- 
oende Form annimmt: 

rEEllnd. (y"—1)+K)(rk' — Wr, 
für K=0, 1,2,3,..94 pe und W=1,2,.3,...g'—2. Die Summalion 
in Beziehung auf A’ läfst sich wieder ohne Schwierigkeit ausführen und giebt 
das Resultat, dafs die Doppelsumme einfach congruent Null ist, für den Modul 3. 
Der dritte Theil ist den beiden einfachen Summen, welche zu subtrahiren 
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waren. deshalb congruent, damit die Werthe von 4’ und A auch auf W —- 0 
und #0 ausgedehnt werden konnten. Diese zusammengefafst, geben den 
dritten Theil congruent 
— r(1-+-(r 4179) za"! Ind. (gg — 
Fafst man alle drei Theile wieder in einen zusammen. so erhält man nach 
einigen leichten Reductionen: 
het IP ,(e' ) ! An | A—?n W-2n—i 
dı“?n —— (1 rr — (r- 1) ) Eh Ind. ( "—!), 

ür 4 —=1,2,3,... —2. 


Die hierin enthaltene einfache Summe kann nun auf folgende Weise 





leicht als Index der complexen Einheit £,(«) dargestellt werden. Zuerst werden 
alle Glieder. für welche 4#' durch 4 Iheilbar ist, als congruent Null, wegge- 
lassen. und dann wird A = ?--4k geselzt und es werden dem ? die Werthe 


1,2.3....4—1, dem k die Werthe 0, 1, 2,...»—1 gegeben (wo v — > 
ist). Dann ist | 
Zar Ind. (1) = Zr Ind. (gr —1), 
für 2—=1,2,3,...2—1, k=0,1,2,...v—1. Nun ist aber, wie leicht 
zu beweisen, 
I) —1)(g”—1) re (gite-D4 _1) — 1— g"', Mod. f(« 
also auch 
Ind. (g*”*—1) = Ind. (1—y”) = Ind. (1— 0‘), Mod.%, 
indem  =o, Mod. fla), i ist. Die Ausführung der Summation in Beziehung 
auf A giebt daher 
SR Ind.(g"—1) = Ind. (1— eo’), 
für 2—=1,2,3,...7—1. Setzt man ?y statt >, multiplieirt mit 7°" und sub- 
trahirt von der so erhaltenen CGongruenz die unveränderte, so erhält man 


(yr 1) Eu Ind. (1) = ER Ind. (9), Mod. a. 


Verwandelt man endlich © in y”, so zeigt sich sogleich, dafs die Summe recht: 
in dieser Congruenz dem doppelten Index der Einheit 
/ \ y-ın ynyt „url, .- 2 [u-ı)n 
E,(0) = e(e).e(at .e@’r” ... eat 
congruent, also 
(„7 — 1) 24" Ind. (g"—1) = 2Ind. E,(e) 
ist. Dadurch hat man nun folgenden Ausdruck für den Index dieser Einheit: 
(y?” ei der IB ,(e”) 
\ 0 ı 
—— m Erin’ — Mod. / 
Ind. E.(e) BE; 2(1+r7""— (r+1)7") dui—?n ’ Mod 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLIV. Heft ?. I7 























126 10. Kummer, von den Reciprocitätsgesetzen. 


Diese Formel, welche der entsprechenden, im ersten Paragraphen für 
den besondern Fall {= 1 bewiesenen ganz gleich ist, giebt die Indices der 
Einheiten K,(e). F,(e), u. s. w.; also auch die Indices aller Einheiten, welche 
durch diese sich darstellen lassen. Es ist aber hier nicht nöthig, die Indices 


Y 


aller dieser Einheiten &,(e),. E,(e),... K,_,(«) nach der Formel besonders zu 
berechnen, denn es läfst sich leicht ein- für allemal zeigen, dafs für alle Werthe 
von n, für welche —2n nicht durch 7 theilbar ist, der Index Ind. E,(«) 
nur congruent Null ist. Es kann Dies auf folgende Weise aus dem gefundenen 
Ausdrucke des Ind. &,(«) selbst abgeleitet werden. Da, vermöge der ersten 
Grund-Eigenschaft der complexen Zahl %#,(«), dieselbe nur die 7 Perioden von 


dl 


je /Gliedern. nicht aber die Wurzeln «, «,... «’-' einzeln enthält, so ist 


u u 
(eo) u Pot \ 


27 
woraus nach den schon mehrmals angewendeten Prineipien 
Pe) — B(er)-V.W 
und weiter 
Fr IP (e) zu Ar TP,(e”r) 











dv)” u dir ’ 
oder 
DR JB,(ev) an den WB, (ev) 
du)” u / dı??r 


folgt. Es mufs also nothwendig, entweder 


on PR TP,(e”) 
„‚(A—?2n)ı —. u 07 oder — d )—?n - 
Br 





==) 


/ 


sein, für den Mod.i. In dem letztern Falle ist aber Ind. &,(e) == 0, Mod.4%, 
und nur wenn y""==1, Mod. , ist, kann Ind. &,(e) einen von Null ver- 
schiedenen Werth haben; also nur dann, wenn (A—?2n)ı ein Vielfaches von 
»—1==fr oder, was Dasselbe ist. wenn A—?2n ein Vielfaches von / ist: 
wie behauptet wurde. Dasselbe läfst sich übrigens auch ohne Hülfe der all- 
semeinen Formel für Ind. &,(«) auf elementare Art leicht beweisen. 

Aus dem gefundenen Ausdruck des Ind. &,(e) wird nun ein anderer. 
welcher nicht die complexe Zahl %,(«),. sondern den Primfactor f(«@) selbst 
enthält, mittels der dritten Grund-Eigenschaft der #,(«), welche ihre Zer- 
leeung in die Primfactoren giebt, auf folgende Weise hergeleite. Wenn der 
im Allgemeinen ideale Primfactor f(«) als Hte Wurzel aus der Potenz f(«)” 
dargestellt und #] so angenommen wird, dafs f(«)” eine wirkliche complexe 
Zahl ist, so kann, wie schon oben bemerkt, diese wirkliche complexe Zahl f(«)” 
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immer so angenommen werden, dafs sie nur die » Perioden von je / Gliedern 
enthält. Bei dieser Annahme hat man 


Pe) = +flo)" Fear)" fa)" ... fa)" und 














/ u N | Y \ 
m; — S,_; u S,-; H-Ind.r ”—° N, +-Ind,(r-H1)* 
Daraus folgt sogleich 
der IP(e ) ABER 7 Pr If(e ) | a fer‘ FOR | " de If(er‘ R, ' 
dı j—?n nangie: dusmr | 1 dt?” | ) v—1 dı? en 9 


oder. vereinfacht: 
Fr iB,(e‘) 


„a-DG-r)n ,) Luis Zi ie) : 
dur? 


Pe f ri „hr _! en a, (A—?n) | -— 0090 
= (m+}7 m —-7 Mm; - ) U dwk—?n 








Es ist nun die rechts in dieser CGongruenz vorkommende Summe zu 
suchen. welche durch den Buchstaben #? bezeichnet werden soll. so dafs 


2 ?n 


) Ba 7 ..—.e. — „(la 
Ms - ; 


ist. Es wird auch hinreichen, diesen Werth von #i nur für diejenigen Werthe 


R = m+y"m-+7 'm,_, 
von n zu suchen, für welche A—2n ein Vielfaches von £ ist; denn wenn 
dies nicht der Fall ist, so giebt die CGongruenz,. nach Dem was oben „e- 
zeigt. nur idenlisch 0= 0, Mod. 4. Wird mehrerer Einfachheit wegen das 
Summenzeichen angewendet und für m, sein Werth gesetzt, so ist 

R 3 zug) (S,_; + SS -i+ind.r —” N iind. dr 1)) 
für 2—0,.1,2,.... r—1. Nun sollen hierin für die drei Gröfsen 8 
N 


HU—1) 


und S,_;ima.crın Ihre Werthe nach der Formel 
1 Ä ' 1 


! 2 (A, I. ne A —!t u. u - Ba SS, 
any au ),M h’Tyh+rT hr] Yh+t=1)r) Pope j) — / h+kı 


U—1l + ınd. r 


gesetzt werden. Alsdann sind, wegen des als Nenner vorkommenden 4, 
wieder Congruenzen für den Modul 4° zur Bestimmung von R nöthig, und 
deshalb soll „= statt y’” genommen werden, welches demselben für 
den Mod. 4 congruent ist. Wird sodann mit 4 multiplieirt, so erhält man 
folgende Congruenz: 
‚R _— zz y um t Yaııa +ind.r — Yu—itkr4 ind.(r+)> 
für den Mod.4°, wo die beiden Summenzeichen auf die Werthe 20, 1, 2. 
r—1 und k—=0,.1,2....2£—1 zu beziehen sind. Setzt man 2-, Aı 
statt # und beachtet, dafs bei dieser Veränderung An) in Beziehung auf 
den Mod. 7° unverändert bleibt. weil A—2n nach der Voraussetzung durch / 
theilbar und #r = 4— 1 ist, so verwandelt sich die Doppelsumme in die einfache: 
IR = Zy"lN(y 4 Yazizinar— Yazizind.errn); Mod. 4°, 


für 20, 5; 2. dr. 
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Vergleicht man nun dieses Resultat mit dem in der ähnlichen Unter- 
suchung im ersten Paragraphen dieser Abhandlung gefundenen Ausdrucke der 
dort mit 7 bezeichneten Summe, so findet sich AR==4T', Mod. #, also R=|1', 
Mod. 7. Macht man demnach von dem oben gefundenen Werthe von 7" Ge- 
brauch. so erhält man 

R= (AY'YGA+r®—(r +1) Pr, Mod. 

' an e 

also 
dr I P,(e”) 


dur" 





B. dir 1f(e”) 


2n dot—r 


= (AYAtr er +) 





Der gefundene Ausdruck des Ind. #&,(«) giebt demnach folgenden neuen Aus- 
druck des Index dieser Einheit: 


Ar (ya At) Br dI-2n]f(er 
Ind. &,(e) = rd )b" di "tf(e”) 


#7 dui—?r ’ 


Mod. 4. 





Die Vergleichung dieses Ausdrucks mit dem entsprechenden, für den 
besondern Fall #-=1 im ersten Paragraphen gefundenen, zeigt, dafs er genau 
derselbe ist, wie jener, dafs. also in allen Fällen, ohne Unterschied, d. h. für 
alle complexen idealen Primfactoren f(«) als Moduln, derselbe Ausdruck gilt. 

Es bleibt noch übrig, auch für die zu einem beliebigen Exponen- 
ten 2 gehörigen Primfactoren fie), als Moduln, den Index von 4 und die 
Indices der Primfactoren des A von der Form 1—ce* zu suchen. Zunächst 
lälst sich leicht zeigen, dafs Ind. (A) allemal congruent Null ist, wenn Z nicht 
oleich Eins ist; also für alle Moduln, mit Ausnahme’ der in dem ersten Pa- 
ragraphen behandelten. Für diese Moduln ist nämlich nicht blofs Ind. (A), son- 
dern überhaupt der Index jeder nichtcomplexen ganzen Zahl congruent Null. 
Denn aus der Congruenz 


ce* = «"*‘“, Mod.f(«), 
in welcher © eine beliebige (jedoch nicht durch f(«) theilbare) nichteomplexe 


1) ” r ® [ » Y/ 14 nd 
Zahl bedeutet, folgt, wenn « in « verwandelt wird, weil f(e) —= f(«) ist: 





! 
g’—l 
ee dee y’Ind,c 
ce eu „ Mod. f(e), 
also a“ == «7 '"“, Mod. f(e), mithin auch Ind.ce = y'Ind.c, Mod.i, und 
Ind. (e)=0, Mod.%; mit Ausnahme des einzigen Falles, wo y' =1, also 


„—1 und £==1 ist. 
Um auch Ind. (1— «'‘) für die in diesem Paragraphen behandelte Moduln 
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zu finden, nehme man 
4, = (1—-e)1—-ea)1—e)... da” 


an, und gebe dieser Gleichung die Form 


in ee) Wet 


Man drücke die Einheiten, welche hierin vorkommen, alle durch die Kreis- 
theilungs-Einheiten e(@), e(«@’), u.s.w, aus, so erhält man 


EN 


) 





.ı = lo) !at,e(a).e(arf ea... e (ar > 


A 


und wenn « in «* verwandelt wird: 


Fr . 2 32.9 ” 4,2 13 ka 2,1 

ı — (1 ea, e (ah, eat... ea) 
Man nehme nun auf beiden Seiten die Indices für den Modul f(«). so ergieb! 
sich, weil Ind. (A) =0 ist: 


0 = — Ind. 1—a)— ukv— Ind.e(«*)—2 Ind. e(e'r)— +.» —/3—1)Ind.e(«'r 
wo iv—g'—1, oder, mit Anwendung des Summenzeichens. 
) | en „h-ı, 
Ind. 1— of) = — ukv — Eh Ind. e(a”) 


für A =1,2,3,...4—1 ist. Man drücke ferner Ind.e(«e'’ ) durch die 
Indices der Einheiten E,(e), E;(e), ... E,_ı(«) mittels der Formel 


ul 
a“ ee 
Ind.e(«”) = — 28y”"'D Ind. E,(e) 
aus, für n—1,2,3,... «—1, so wird 
Ind. 1— a) = — ukv +2 Xrhy”"’ Ind. E,(e}). 
für 4=1,2,3,...4—1lundn=1,2,3,...u«—1. Die Summation in Beziehung 
auf 4 wird nach der leicht zu beweisenden Formel 
Eh n(h—1) BL. > 
4 1—y”" 
ausgeführt und giebt 
| Ind. E,(«*) 
Ind.(1— ce‘) = — ukv 1-28 { 





1—y”” 
für n—=1,2,3,... «—1. Endlich kann man noch von der Eigenschaft der 
Einheit #,(«@) Gebrauch machen, nach welcher 


Ind. E,(e*‘) = k’”"Ind.E,(e),. Mod.ı 


ist. Vermöge derselben erhält man 
1” Ind. E, (e) 


, a 





Ind. (1— ce) = — ukv 28 „ Mod.%, 


für n— 1,2,3,...«—1. Dieser Ausdruck, welcher darauf sich stützt, dafs 
Ind. 4)=0 ist, gilt aber nicht für den Fall ©<—=1, für welchen die in dem 
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ersten Paragraphen gegebenen Ausdrücke von Ind. (A) und Ind. (1—«*) zu nehmen 
sind. Es könnten auch für Ind. E,(«e) die gefundenen Ausdrücke hier ein- 
gesetzt werden; da aber dadurch keine besonders eleganten Formeln entstehen, 
so mag es hinreichen, den Ind. (1—«‘) durch die oben gefundenen Indices 
der Einheiten E,(e),. Erle), ... E,_,(«@) ausgedrückt zu haben. 


JA 


$. 4. 
| ber die Anwendung logarithmischer Ausdrücke der complexen Zahlen auf Congruenzen, 
deren Modul A oder eine Potenz von % ist. 
Die Anwendung der in dem vorhergehenden Paragraphen gefundenen 
Resultate auf die allgemeinen Reciprocitätsgesetze, welche ich in dem Fol- 
venden zu geben gedenke, erfordert, dafs ich zunächst eine allgemeine Me- 





thode mittheile, nach welcher Congruenzen für den Modul A, oder eine Potenz 
von 4, namentlich wenn sie Producte mehrerer complexen Zahlen und Potenzen 
derselben enthalten, auf die einfachste Weise eben so behandelt werden können. 
wie in der Analysis dergleichen Ausdrücke mit Hülfe der Logarithmen. Eine 
Andeutung einer solchen Methode, welche ich in der Form, wie ich sie hier 
entwickeln werde, schon seit mehreren Jahren vielfach angewendet, aber bisher 
noch nicht veröffentlicht habe, findet sich in einer Abhandlung des Herrn 
Fisenstern (im 39ten Bande dieses Journals S. 351). auf welche Abhandlung 
ich in dem Folgenden noch einmal zurückkommen werde. 

Ich stelle für den Logarithmen einer complexen Zahl, in Beziehung 
anf den Modul 4”*" genommen, folgende Definition auf: 

Wenn g(e) eine complexe Zahl ist, welche den Factor 1— « nicht enthält. 


so dafs auch (1) nicht == 0, Mod. ist, so soll unter dem Ausdrucke 
F\t, , 
(277) für den Modul 7”*' 
pl 


die endliche Anzahl von Gliedern der Reihe 
ga)— gl) ,(PI—- UN , 1(P)—PI) 
p(l) ir N g(l) ) + pl) 
verstanden werden, welche nicht congruent Null sind für den Modul 3”"". 











Dafs die Glieder dieser Reihe. von einem bestimmten an, wirklich alle 


congruent Null werden, für den Modul 4”*' 


„ erhellet daraus, dafs y(@)— y(1l) 
den Factor 1—« enthält, und dafs (1— ce)! durch A theilbar ist. Wenn 


nämlich in dem allgemeinen Gliede der Reihe 
en uam 4 190 





k y(1) 
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A nieht durch 4 theilbar ist, so ist Dasselbe allemal eongruent Null für den 
Modul 7”*', sobald A > (4 —1)(n-+1) ist. Wenn aber % den Factor 4 enthält. 
und man seizt k=cA', wo ec nicht weiter durch 4 theilbar sein soll. =" 
müssen noch die # Factoren 4 des Nenners durch (k—1)a Factoren 1— 
des Zählers compensirt werden. Wenn daher k > (A—1)(n-+-a--1) ange- 
nommen wird, so sind alle Glieder congruent Null für den Modul u 
Beziehung auf diesen Modul bricht also diese Reihe nothwendig ab. Die Lo- 
garithmen der complexen Zahlen für den Modul 7#”"" sind demnach nur end- 


liche Ausdrücke, d.h. sie sind selbst nur gewöhnliche eomplexe Zahlen. Auch 
(a 
ri) 


einzigen bestimmten Werth hat, wenn nämlich aufser g(«) auch (1) nur 





. N pr: Ä ai 
seht aus der Definition hervor, dafs ı( ) für den Modul #”'’ nur einen 


einen bestimmten Werth hat. Aus den bekannten Eigenschaften der Reihe. 


durch welche 





@) 2 ’ r " 
3 dargestellt wird, erhält man ferner sogleich für die 


Grund-Eigenschaften dieser Ausdrücke: 
f(«) | pie)\ | fi) y(e) 
(7) | (a) = X; m) 
pl@)\ __ ‚fie 
mi, — = (I) 


Es kommt nun darauf an, für (FT) Mod. 4""", den einfachsten 





. Mod. 4" *'. 








Ausdruck zu finden. Zu diesem Ende werde die complexe Zahl y(e)—y(l). 
welche durch 1—« theilbar ist, auf folgende Form gebracht: 

p(e — 4,(1—0)+4.(1—0)-- +... +A_,0". 
Stellt man sich diesen Werth in die obige Reihe gesetzt vor, welche nur so 





weit fortgeführt anzunehmen ist, als die Glieder nicht von selbst wegfallen. 
weil sie congruent Null werden, und dann die einzelnen Glieder alle entwickelt. 
nach Potenzen von 1—c, so erhält man eine Reihe von folgender Form: 
(0) .. Gd—a) , „Ud—a) ,. 6,(1—e)’ a 
p(l) 1.pi1) | 2.91) I B.@(1)°,, ° 
welche man ebenfalls nur so weit fortzusetzen braucht, als noch Glieder sich 
finden, welche nicht congruent Null sind. Wendel man das Summenzeichen 











. „Äh a 
an und verwandelt « in « „ so erhält man 





g(er)) — \ GA—ar")' Mod. 7”! 
— — 9 4 . v by) 


pi) ip (il): 
kön 


und wenn man mit 7 


multiplieirt und die Summe für A — 0, 1. h—2 














132 10. Kummer, von den Reciproecitätsgesetzen. 


nimmt. so ergiebt sich 


xy — 5 
en j — oh 


(1) 0 pa) 


nennen — 





—? , 22 „A\i 
ar zuirzt om BR - | Gyr" 4— or") 


.. . ” a . . 
Wird nun die te Potenz von 1—c’ nach dem binomischen Lehrsatze ent- 
wickelt. so erhäll man 


Ga) — x 1II)er 
0 


TI) IId—s) 











folglich 
er ki" „hy: ir i er _ _Akan _.h 
, hkı (1-7) Pa 55 (—1), II(:)y Ihr asr 
e ; .. TEBHU-E 


Nun führe ich folgende für die hier zu behandelnden logarithmischen 
Ausdrücke besonders wichtige complexe Zahl ein: 
/ j 2; kin u Pu YıL VL... 1 n,-Qd—YIRan FR 
Ä,(e) — y ar w a | rY 7 
Diese durch A,(e) bezeichneten complexen Zahlen haben mehrere besondere 
Eigenschaften, welche denen des entsprechenden Ausdrucks der Kreistheilung 


m 5. us I Arr I Many? | 4-2 
1 / su Y — ve —. Eu 
I (j ), ( ) 04 | [Je | [? [04 | 


BR 1 Par ‘ 
wo @ eine Wurzel der Gleichung «= 1 und 9 eine Wurzel der Gleichung 
a7"=1 ist, ganz analog sind. Für den gegenwärtigen Zweck aber soll nur 
von der einen Eigenschaft derselben Gebrauch gemacht werden, nämlich von 
XA,(e") = m" X,(o), Mod. A”t!; 
welche Eigenschaft aus der Definition selbst leicht zu beweisen ist, und als 
deren specieller Fall, für @a==1, noch der Congruenz 
X, (et) = (-1)'X,(e), Mod. art", 
besonders erwähnt werden mag. 
Durch Einführung des Zeichens A,(«) wird die obige Gleichung fol- 
vendermalsen dargestellt: 








12 har (4a) _ A) IM) 
> / rasen = °) 
= > TS I 5 le). 


Man zerlege nun die Summe rechter Hand in 4 Partialsummen, indem man die 
Fälle sonderl, wos —=0,s=1l,s=2,...s=4—1 ist, für den Modul 4. 
Dabei bezeichne man durch P, folgende Summe von Binomialcoöfficienten: 


Gi) II(i) Ä II(:) ) 
\4Gd—n)  IIt+3) dt T Ha Fit a) 








R=-Ä1)\ 


Alsdann ist 


Auen ——hrin f Bin 
yıı (l—or ) 


ea i— 1 ‚ > Es r, r 9 z F h- 
HF U-e) 10 RVHP KORK (++ Pu Klee). 





[4 
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Um aus dieser Gleichung eine Congruenz für den Modul 4°" machen 


zu können, werde ich zunächst beweisen, dafs. auch wenn 2 den Factor # 
P, zn. u | 
enthält. dennoch — denselben niemals im Nenner enthalten kann; oder, dafs P 
; ! 


diesen Factor 4 immer eben so oft enthält als «.. Es sei wieder 2 == c4“, so 
sind in allen den Fällen. wo £ nich! 0 ist, alle einzelnen in P, enthaltenen 
Binomialcoöffieienten durch 4“ theilbar; weiches mit Hülfe des in ($.2) ange- 
wendeten Salzes über die Anzahl der in dem Producte ///A) enthaltenen 
Primfactoren von einer bestimmten Art, leicht bewiesen werden kann. Um aber 
für den Fall i=0 zu zeigen, dals P, durch 4* theilbar ist, bemerke ich, dafs 
P,- P,-+-P,- ---- P,_, gleich der Summe aller Binomialcoöffiecienten von 
der öten Potenz mit abwechselnden Vorzeichen, also gleich (1—1)'--0O ist. 
Wenn daher, wie gezeigl worden, #,. P,,... P,_, alle den Factor 4" ent- 
halten. so folgt, dafs P, ebenfalls durch diesen Factor Iheilbar sein mufs. Also 
= . aus dessen Nenner jeder Factor 4 sich gegen die Zähler hinweghebt, kann 
in Beziehung auf den Mod. 4”"" als ganze Zahl betrachtet werden. Wendel 


man nun die Coneruenz 


X,(e) = m“"X,(e), Mod. 4"*' 


auf die obige Gleichung an, und beachtet, dafs A,/1) 0, Mod. 7” '" ist, so 
erhält man 





Be ’ i „A \ 
ya! (1- - (1 J | ran P | ha“ p j. 1 ki P - x 

U ; — F3 ( ı | re As J —1) F (@) y 
0 


für den Mod. 4”"*'; welche Congruenz auch in dem Falle richtig bleibt. wenn ? 
durch 4 theilbar ist. 

Man entwickle jetzt die Potenz ‘1—e')' nach dem binomischen Lehr- 
salze und nehme den A#'ten Differentialquotienten für v —0. so ist 





ni ne 1 IR HIOERSEE 
idur*” 45° Yks) Hi—s) 


Man zerlege ferner diese Summe genau eben so in Parlialsummen. wie die 
obige. indem man von der Congruenz 


(s- mi)" = Ss", Mod. 4”*' 

(rebrauch macht, so wird 
n; Ni 
ara (1— e”) 


dur?" 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLIV. Heft ?2. 





== #2" P,- 2 Pt... 40-1" PB), Mod.art,, 


15 
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also 
I. schkin/ h\i gr My 
sr New) BIT 
fi) e 2 Aık#" ; ee 


und demzufolee auch 





h—? f „R\ kin ee 
Z. hkin I{ p\a@ 2) — „. % d, d—e') Ä,(e). 


2 Wer ig oa 


0 “PA ip Ayla" 


Nun ist aber die Summe 
Y i 1 
o Gll—e”) 








pl) 
nichts anderes, als die nach Potenzen von 1—e” geordnete Entwickelung des 
JF - 
a pie) / 
Logarithmus von ; m? also 
G;1— ee”)! /og(e | 
Pen an A A “ — Iy(e)—Ip(1); 
ph)‘ \g 7 


folglich ist, wenn hiervon der %i’te Differentialquotient genommen und v0 
vesetzt wird: 








. u u der == dA Iop(e”) 
” ip (A) dur du" ?" , 
also 
 ! Au" Ipcer) u. 
77 = I\ en 7: -) rer -Ä, (@), Mod. a7", 
j ‘ gl) dıh4 


Setzt man endlich k—=1,2,3.... 4—?2 und bilde die Summe, wobei der 
Werth A=0 von den übrigen zu Irennen ist, so erhält man folgenden Aus- 
druck des Logarithmen einer complexen Zahl in Beziehung auf den Mod. 7" '' 





r ff ION / Ngy(e) U Ip(e) vw, d* Ip (e”) 
a) = Te a 


nn | A,(a)-- 
\gn- dy*" icli, du*" (e)- 


A A-2)A" A (e! ) er . .n 
dw Tue A,_2(@), Mod. 4". 
av 


Der Fall n—0, als der in den Anwendungen am häufigsten vor- 
kommende, verdient noch eine —. Berücksichtigung. Für denselben 





hat man, weil Ny(e) =1 und y(1)"=1, Mod. 
i—2 . \ k a? 
>> ayhık l ON Su d, Ip ) 5 +(e) ” 
.. pi) dv: di 
und 











gia)\ __d 1.1 > Alg(e) x Ä dA Ip (e') Ä a 
NE et Tr Ke)tt X;..(«), Mod. 4, 


di)? 














10. Kummer, von den Reciprocitätsgesetzen 


und es ist in diesem Falle 


A,(e) =— 0- y\ FR | " Pe - 6 4 yrü- Ye. 
wofür man auch den congruenten Ausdruck 
Klee) = ae 1 Hat... La 


setzen kann. 


Um nun diese Logarithmen der complexen Zahlen und die für die- 
selben gefundenen Entwickelungen, in der Rechnung, da wo es sich um Con- 


I oder 4 handelt. überall mit Sicherheit anwenden 


gruenzen für den Mod. 4" 
zu können, sind noch zwei Sätze nölhig. welche hier aufgestellt und bewiesen 
werden sollen. Nemlich: 
Lehrsatz. Wenn zwei complexe Zahlen congruent sind, für den 
Modul 2”"", und wenn auch die beiden ganzen Zahlen, welche man erhält. 
wenn man in denselben «==1 setzt. congruent sind, für denselben Modul: 
so sind auch die Logarithmen dieser complexen Zahlen für diesen Modul 
eongruenl. 


Die beiden complexen Zahlen seien f{e, und pe), so ist nach der 





Voraussetzung f(e) ge) und fA)=g/l). Mod. 4”. Selzt man der 
Kürze weven 
a— Fl) o(a\— all) 
/ - / - Fe i m) an: ah - am Y r 
/ (1) 1 pl } . 
so erhält man 
(@&)\ 
BA } u l I u. l r 
u) = r—14r--1a la ; 
‚op\ IN ‘ \ 7 4 
/ 27, vllt Iy’— Iy 
\yp(1)/ ‘ u ne. . 


für den Mod. 4”*': welche Reihen von selbst abbrechen. weil. von einem be- 
stimmten Gliede an, alle folgenden congruent Null werden; die man abeı 


auch über diese Grenze hinaus noch fortgesetzt annehmen kann, so weit man 


will. Aus den beiden Voraussetzungen des Satzes folet x v, Mod. 
“ » 1 1 "nn- . PP . 
woraus sogleich erhellet,. dafs auch rd == ey Mod. 4""' ist. für alle die- 
“ v E° 


jenigen Werthe von k, welche nicht Vielfache von 4 sind. Um zu zeigen. 
dafs eben Das auch für alle durch 7 theilbaren Werthe von # Statt findet. also 


allgemein für k= ci, wo ce nicht weiter durch 4 theilbar ist. setze ich 


v—— r-34"*"'z. Dann giebt die binomische Entwickelung: 


„ci" _ „ei“ | antatl, cAI—1 ” 
Ei zu AgL en. 


18* 
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also 
Ye 27, Mir 
und hieraus lole! 
ya rei” 
ige. Ze nenn; Me A 
ca ek?’ ° 


Da nun alle einzeinen Glieder der einen Entwicklung den entsprechenden der 
andern Entwicklung eongruent sind, so ist nothwendig 
(EN — KEN, Mod. at"; 
/d) \g(1)/ 
was zu beweisen war. 

Der zweile, jetzt zu beweisende Satz (die Umkehrung des ersten) ist 
nur unler Hinzufügung einer neuen Bedingung richtig und lautet so: 
Wehrsatz. Wenn die Logarithmen zweier complexen Zahlen, nemlich 
ie) gen 
| 





— ) und (- | 
/ 1) f ( ı) 
g1), Mod. 7" ist, und wenn überdies die complexen Zahlen fe) und 


I congruent sind für den Modul #”'', und auch f(1) 


(LG Su hese 


’ 


jalfen sind, dals fe) —f(l) und y(@«)— 1) beide durch 
I—«)' theilbar sind: so sind die complexen Zahlen fe) und ge) selbst 
congruent für den Mod. 2. 


N . =. » 
Es sei wiedeı 





fa)— (1) R gie)—g(1) 
/d 2 gi) 
und 
I Fe) u, ı( 2) - 
f(1)/ \p(f) 
so Is! 
FI, ze — 4er - 4a’ — 4r +, Modi, 


Is Jälst sieh nun diese Reihe nach den gewöhnlichen Methoden um- 
kehren. so dafs .» in eine nach Potenzen von & geordnete Reihe entwickelt 
wird. Aus den ersten X Gliedern der gegebenen Reihe werden so die ersten 
N Glieder der umgekehrten Reihe bestiimmi, und wenn man N gerofs genug 
annimmt. so dals in beiden Reihen. der gerebenen sowohl. als der umge- 
kehrten, über das Nte Glied hinaus nur noch solche Glieder liegen, welche 
für den Mod. 4” " congruent Null sind. so hal man den vollständigen Ausdruck 
l 


des x durch «= in Beziehung auf den Mod. 7” Das Resultat der Umkehrung 


dieser Reihe ist aus der Analysis bekannt. Es ist 
9% Ti Tr u‘ 


7 a A u a FERNEN. SCENE NOIR 


i 153 77.23 72.337 
Nun ist zu beweisen. dafs auch in dieser Reihe die Anzahl der ersten 
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Glieder N immer so grofs angenommen werden kann, dafs alle folgenden 
Glieder congruent Null werden. Zu diesem Zwecke untersuche ich das all- 
gemeine Glied der Reihe, nämlich 


Aus dem im zweiten Paragraphen mitgetheilten Satze über die Anzahl. 
wievielmal ein bestimmter Primfactor in dem Producte //\ıÄ), enthalten ist. 
folgl zunächst, dafs die Anzahl der in dem Producte //(A) enthaltenen Factoren 4 
stets kleiner ist als ae Ferner enthäll, nach der Voraussetzung, f(e)—fil,. 
also auch x, den Factor /1—c)’; woraus sogleich folgt, dafs auch «= den 
Factor /’1— er)’ enthalten mufs. Der Zähler «" enthält demnach den Factor 1— « 
senau 2A mal. und wenn man erwägt. dafs ein Factor 4 genau —1 Fac- 
toren 1— «u giebt. so weils man, dafs der Nenner //(#) stets weniger als 
& Factoren 1—« enthält. Nach Aufhebung der Factoren 4 im Nenner, gegen die im 
Zähler, bleiben folglich im Zähler mehr als A Factoren 1— « stehen, und wenn da- 


! \fr 0 ® .. u N s 
her A > /(n--1)(4—1) ansenommen wird, so enthält Um den Factor 1—r 


d.h. den Factor 4" '. Von einem solchen Gliede an sind demnach alle folgenden : ©. 


(.—IM I) 


Ohne die Bedingung: f{e)— fl) theilbar durch (l-— «,', würde aber, wie sich 


hieraus zeig!,. die Reihe nach dem Mod. #”"" keinen endlichen Ausdruck geben. 


(anz auf dieselbe Weise ist nun auch 


2 3 t 
ys” 1 j" 


\ a —— le re 


>’ 1.2 LE EESS 








-:. Mod.A”t', 


Nach der Voraussetzung des zu beweisenden Salzes istaber@ _ _v,Mod.2” ''. 
Schreibt man diese Congruenz, als Gleichung, in die Form % v—-A"trleo, so 


findet sich durch Entwicklung der Potenz des Binoms: 


dl 5) k—L), 


u (v4 I Iw pr u" An 1: 4 JE v 


Ik)  IIch) Ik) "II IIK—1) ' II) IIk—2) 








Nun heben sich, nach Dem was so eben gezeigl, alle in ZI A—1) enl- 


BR 


haltenen Facloren 4 gegen die in ® enthaltenen vollständig hinweg; eben 
so die in //(k—2) enthaltenen gegen die in v” enthaltenen u. s. w. Für 
den Modul #”"" bleibt ‚also von dieser binomischen Entwicklung nur das ersie 


1-1 


Glied stehen; alle übrigen verschwinden, als Vielfache von 4” Folglich ist 
= 


k 
Ik) II)’ 


Da also alle Glieder der Entwicklung von x einzeln denen der Entwicklung 


Mod. 4". 
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von y congruenl sind, so ist nolhwendig z=y, Mod. 4”*', d.h. 
(«)— f(}) g(«)—g(1l) a4 
Kor) —_ LAIEN Mod. artı; 
ra p(l) 
und da ferner nach der Voraussetzung auch f{l)=y/1) ist, so ist 


fo) p(o), Mod. 4"': 





was zu beweisen war. 
Um den Gebrauch der hier entwickelten Methode an einem Beispiele 
zu zeigen, wende ich sie zur Lösung folgender in der Theorie der- complexen 


Zahlen sehr wichligen Aufgabe an. 


Aufgabe. Eine gegebene complere Zahl durch Multiplication mil 


Einheiten in eine solche Form zu bringen, dafs sie, mit ihrer reciproken 

multiplieirt. ein Produet giebt. welches einer nzchlcomplexen ganzen 
Zahl congruent ist, für den Mod. 4. 

Die Aufgabe isi, wie sich ergeben wird, immer lösbar, aufser wenn 7 

eine von den Ausnahimezahlen ist. d. bh. wenn 4 in einer der ersten 4(A—3) 

Bernouilischen Zahlen als Factor des Zählers vorkommt. Ich wende zur 


lösung der Aufgabe wieder die Einheiten von der Form 
1-1, vrlu-r)r 


-+n 
‚4 \3 


Y / 


E a ara Ban 
Ki, @, e(a).e 0)’ .e(a! en elf 


an: nemlich diejenigen. für welche die Indices sich am einfachsten darstellten. 


Durch Anwendung der Logarithmen erhält man 


> 


/E.(@) ’ela)\ , ’ e(ar/)N e(af" N 
J E ) {| \ 4 Vai A| ö ae nt aa \\ 
h 2 u E . 

ki) m) ‘ \zm ) d ei ) 








oder, durch Anwendung des Summenzeichens: 


L 


/ E,(@)\ 3 u... 700 
FM) == 17 Th Mod. 4. 
Giebt man dem 4 weiter die Werthe A=u, u--1. u--2,..4—2, so kehren 
dieselben Glieder wieder. für den Mod. 4. Wenn daher die Summe für alle 
Werthe 2-0. 1. 2.... 4—2 genommen wird, so verdoppelt sie sich und 
man erhält 
hi 


‚(E,(@)\ R j e(ai )\ = 
rl Zr) Sn 
En) SFr" ler), Mod. ı 





Seiz! man nun in der einen der für den Mod. in diesem Paragraplien ge- 


sebenen allgemeinen Formeln g(«@)==e(«), so ergiebt sich 


a | —— 


dı?” 


/ E.(@)\ drlele) — . 
er  ? 
E.(1)- 


„i®). Mod. h.. 
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Nun ist 
all) 1— er) 





“ 


e(c) = # 


1— 


also 


u ey) 1— er”) ervr— erh 
i ER 1— e: ve ed — E72 








Die nach Potenzen von » geordnete Reihen - Entwicklung des Loga- 
rithmen dieser Gröfse ist bekanntlich 
ge \  (Y—N)B, vo _4)B,v! 
le'e ) = y-- (7 - ) — 7 en a 
1.2.2 1.2.3.4.4 


wo B,. B.. u. s. w. die Bernoullischen Zahlen sind. Hieraus erhält man 





unmittelbar den 2nten Differentialquotienten für den Werth v0, nämlich 


ed’ le (e' ) a? 14 4 ir” Re e 1 'B, 
dir? \ / 2 


also 








Ele, ad. 
en) = (—1) Z- A,,(e),. Mod 4. 


Es sei nun #«) eine beliebige, nicht durch 1— « theilbare complexe Zahl. 
welche auch so angenommen werden soll, dafs F«)— F'\1) durch l—«), 
theilbar ist, in welche Form sich jede solche complexe Zahl durch Multiplieation 
ınit einer passenden einfachen Einheit «* bringen läfst: so hat man für den 
Logarithmen derselben folgende Entwicklung: 

Ed = AERO) gg... SEE) z 
F(1)/ dv BR dv? en dv lag 


Nun möge die Zahl M, durch folgende Congruenz bestimmt werden: 








&), Mod. 4. 


(Art —1)D, vor d" IF(e) | | 
An M, — "> Tue Mod. 4. 


Der Werth von M, wird durch diese Congruenz immer vollständig bestimm! 
sein. wenn nicht etwa der Co6fficient des M, in derselben durch 4 theilbar 








ist. Hat = nur einen der Werthe 1, 2, 3,... «—1, so ist y”—1 niemals 
durch 4 theilbar. Es kommt also nur darauf an, dafs die Bernoullische 
Zahl B, für einen der Werthe a—=1,2,3, ... «—1 nicht durch 4 theilbar sei. 


Ich setze deshalb voraus, dafs A nicht eine von diesen Ausnahmezahlen sei, 
welche auch schon bei mehreren der vorhergehenden Untersuchungen ausge- 
schlossen werden mufsten, und für welche im Allgemeinen die vorliegende 
Aufgabe immer unlösbar ist. Verbindet man die für M, aufgestellte Congruenz 
mit dem gefundenen Ausdrucke des Logarithmus der Einheit &,(«), so er- 
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hält man 





/E,(e) PrIFle) % 
MU ———) — ——-. %,.(0). 3 ’ 
7 \ H ( | ) J dı? 2n\ J Mod. !. 3 
1 4 Fe) er 
und wenn man in der Entwicklung des UF alle Glieder mit geradem 


Stellenzeiger durch die für a—=1,2,3,... «—1 in dieser Congruenz gege- 
benen Ausdrücke ersetzt. so ergiebt a 








l(«) /E(e) E, (« ' | n E,-ı(@)‘ 
wre 1 TR = 74... I Mae 
k(1)- El)’ E,(l) ss: Be _,(1)/ 
Ad lie") u d! IF\ 7 di? IF e') > 
v r -_ A, Ü N u > 2 A, ( (or - ER .— 0 n j Ä,;,_. (o ) 
de vu mie ö n 
Ks sei nun 
” WM an, M Er ; 
F(o).E,(a) '.E,(e) '... E,\.(o) "= F(e) 


so ist vermöge dieser Congruenz: 


FF (@)\ d IF (e") X nr d’IF(e 





nn } 


er. AH IFe 
( u Kr a. .i 
\ Fi 1) dı A, & X [84 


— 8 / dv ah RER /* 
für den Mod. 7. Verwandelt man « in «”', so wird für alle ungeraden 
Werthe von A: 


Aa) = —AÄ,(e). 


Durch diese Änderung wird also lediglich das Vorzeichen von (2 .) umge- 


kehrt. und man erhält 


(7) u FT 


(1 > 





a 
oder ı(& FDEM —) == 0. 


und hieraus folg: endlich 
F\(eo)F,(e') = FX1)’, Mod. ). 


Die complexe Zahl 








FE u! Mm, . M 5 
F et, ® 2 F' 0) * E, 0) . E; (0) j [ . ® E,-: (a) 4 % 
in welcher die Exponenten der Einheiten durch die Congruenz 
| p Hl yen — ) B. rIF e' . 
Sn \ MM - i "Mod. 
4n > 


bestimmt sind. ist also eine solche, welche der vorgelegten Aufgabe genügt. 
Ich füge noch die Bemerkung hinzu, dafs in der logarithmischen Ent- 
wicklung einer beliebigen complexen Zahl 


-K0): = ae) ya ee) ri We) X, (a), Mod. 3 


dv dv? en | dı)? 


die Glieder von ungeraden Siellenzeigern von den complexen Einheiten in der 
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complexen Zahl Fe, ganz unabhängig sind. d. I., dafs sie ungeändert bleiben. 
wenn man Fe) in F'(a).e(«) verwandelt, wo &‘«) eine beliebige Einheil 
bezeichnet. Nur das erste Glied ist von der einfachen Einheit‘ «* abhäneie. 
mit welcher F'\i«) multiplieirt sein kann: es ist congruent Null, wenn K'«) 
der Bedingung genügt, dafs Fe) — Fl, durch (1— «)” theilbar ist: 


$. 95. 

l,ösung einer Aufgabe, betreffend die allgemeinen Reciprocitätsgeselze 

In den Monatsberichten der Königlichen Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin vom Mai 18551 habe ich zuerst das allgemeine Reeiprocitätsgesetz 
für complexe Primzahlen veröffentlicht, welches ich bereits einige Jahre früher 
sefunden und in einem Schreiben vom 20ten Januar 1848 Herrn Lejeune- 
Dirichlet und durch diesen Jacob? mitgetheilt halle. Dieses Gesetz, welches 
ich durch gewisse, so zu sagen melaphvsische Schlüsse fand und nachher 
durch ziemlich umfangreich berechnete Tabellen verifieirte, stützt sich auf 
die am Schlusse des vorhergehenden Paragraphen gelösete Aufgabe: eine com- 
plere Zahl durch Multiplication mit passenden Einheiten auf eine solche Form 
zu bringen, dafs sie, mit ihrer reeiproken multiplieirt, ein Product giebt, welches. 
für den Mod. }, einer nichtcomplexen ganzen Zahl congruent ist. Wenn eine 
complexe Zahl durch Multiplication mit Einheiten in dieser Art zubereitet ist. 
und sie aufserdem auch der Bedingung genügt. dafs sie für den Mod. (1— «)‘ 
einer nichtcomplexen ganzen Zahl congruent ist. so nenne ich die complexe 
Zahl eine primäre, oder eine complexe Zahl in der primären Form. Die 
primäre Form der complexen Zahl g(«) wird also durch folgende zwei Con- 
gruenzen dehinirt: 

plo)py(a7') = Y(1), Mod.}, 
(ea) = Y(1). Mod. (1—e). 

und es kann jede gegebene (nicht durch 1— « theilbare) complexe Zahl durch 
Multiplication mit passenden Einheiten auf diese primäre Form gebracht werden. 
wenn 4 nicht eine von den Ausnahmezahlen ist. welche in einer der ersten 


we 


(»— 3) Bernoullischen Zahlen als Factoren enthalten sind. Das von mir 


gefundene allgemeine Reeciprocitätsgesetz, auf diese Definition der primären 
Form der complexen Zahlen sich stützend, lautet nun einfach folgendermaalsen: 
Wenn die beiden complexen Primzahlen fi(«) und y,(«) in der pri- 

mären Form genommen werden, oder, falls sie ideal sind, wenn die zu 
wirklichen complexen Zahlen werdenden Potenzen derselben in der pri- 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLIV. Heft 2. 19 
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mären Form eenommen werden: so Ist 


(Be _ (Re) 

Fi (@) f: (@) 

Sowohl wegen der am Anfange dieser Abhandlung gegebenen Definition 
(he) 


des Symbols eh als auch wegen der Forderung, dafs /,(e) und y,(«) 
(£ 


eomplexe Zahlen von der primären Form sein sollen, erstreckt sich dieses 
(reselz nicht auf die Ausnahmefälle, wo 4 ein Factor einer der ersten 4+{A—3, 
Bernoutlischen Zahlen ist. 

Einen strengen und allgemeinen Beweis des Geselzes habe ich bisher 
noch nicht gefunden, da die neuen lülfsmittel, welche ich zu diesem Zwecke 
aulgesucht habe und welche ich ein anderesmal zu veröffentlichen gedenke. 
nur für den Beweis einiger besondern, bisher noch nirgend bewiesenen Fälle 
ausgereicht haben, (z. B. für den Fall, dafs f,(«) und Y,(«) conjugirte com- 
plexe Zahlen sind, oder y,(e) = fie) ist). Wenn gleich daher die allgemeine 
(sültigkeit dieses einfachen Reeciprocitätsgesetzes noch problematisch ist, bis 
ein strenger Beweis davon gefunden sein wird, so ist doch so viel klar, dafs 
die von mir definirte przmäre Form der complexen Zahlen, für welche wenigstens 
in vielen Fällen die Reeiproeilätsgeselze sich am einfachsten darstellen, für die- 
selben eine besondere Bedeutung hat. Es wird deshalb nicht uninteressant 
sein, eine Vergleichung des Reeiprocilälsgeselzes für die primären complexen 
Primzahlen mit dem Reeiprocilätsgesetze für diejenigen complexen Primzahlen 
aufzustellen, welche den Bedingungen primärer Zahlen nicht unterworfen sind. 
Um sogleich vollkommen präeis auszusprechen, um was es sich hier handeln 
soll, fasse ich es in die folgende R 

Aufgabe. Wenn das Reeiprocitälsgeselz für zwei complexe Prim- 
zahlen, für die primäre Form derselben als gegeben angenommen wird: 
daraus das Reeiprocitätsgesetz für die complexen Primzahlen abzuleiten. 
welche der Bedingung, primär zu sein, nicht unterliegen. 

Es seien f(«) und p(«) zwei beliebige complexe Primzahlen, von wel- 
chen ich der Einfachheit wegen nur das Eine vorausselze, dafs sie durch 
Multiplication mit einer passenden Potenz der einfachen Einheit « so zube- 
bereitet sind, dafs sie den Bedingungen 


(«)=f(l) und Yy(e) = y(l), Mod.(1— «) 
genügen. Es seien ferner fi(«) und Y,(@) dieselben complexen Primzahlen 
in der primären Form, also gereinigt von den in den Zahlen f(«) und y(«e) 
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beliebig vorkommenden complexen Einheiten. so hat man, wie im vorieen 
Paragraphen gezeigt worden: 

. \ \ JM, ‚7 Y 1 » 
fie) Eı(o) '.E,(o) ’... E,_,(e) ** —= fı(e). 


wo die Exponenten M,, M,, ... M,_, durch die Congruenz 








(11 —1)B, dr lfie”) 
_— M, A Mod. 4 
4n de” 
bestimmt sind. Eben so hat man auch 
f} \ T / \ v, nm 4 \ N. P \ 
ya)E,(o) '.Er(la)'... E,-ı(e) "== gıle). 
wo die Exponenten N,. N, ... N,_, durch die Congruenz 
(—1)” Uyen —1)B, re (e } - 
See ee. Gi 
4 de" 


bestimmt werden. Es soll nun das Zeichen des Index Ind. auf den Mod. fe). 
oder. was Dasselbe ist f\(@), und das Zeichen ind. auf den Mod. p(«) oder y, («) 
sich beziehen. so dafs. wenn F'(«) eine beliebige complexe Zahl bezeichnet: 








Nfka)—1 

Fo)’ = «FW, Mod.f(e), 
Vo(a)—1 

F e) . 2. a'"“F@), Mod. y(e) ist. 


Nimmt man nun auf beiden Seiten der Gleichung, welche f,(«) durch f{«) 
ausdrückt. die Indices in Beziehung auf den Modul p(«), so erhält man 
ind.f(e)-- Myind. E,(e)-- Mind. &,(e)— ++ -- M, ‚ind. &,_,(e) = ind.f, (e) 
für den Mod. 4. Eben so, wenn man auf beiden Seiten der Gleichung, welche 
ya) durch p/e) ausdrückt, die Indices in Beziehung auf den Mod. f(«) nimmt: 
Ind.gp(e)- N, Ind. K&,(e)-- N,Ind.E,(e)- ++ -- N, ‚Ind. E,_,(e) = Ind.y,(e). 


u-L\ 

Ich wende jetzt die in dem ersten und dritten Paragraphen der gegen- 
wärtigen Abhandlung gefundenen Ausdrücke der Indices der Einheiten &,(« 
an: und zwar diejenigen. welche nur die complexe Primzahl selbst enthalten. 
auf die der Index sich bezieht, welche auch in allen Fällen, es mag der 
Modul eine zum Exponenten Eins oder zu einem andern Exponenten ge- 
hörende complexe Primzahl sein, dieselben sind, nämlich: 


NG —DB, , deife) 











Ind. K,(e) = 2 er er. 
2 ... MOG. 4. 

ind..E.(eo\ = -NG@"—DB: dA" Ip (e") 

ına.2.\@) — An A dir?” 9’ 


Diese Ausdrücke. verbunden mit den Congruenzen, welche M, und N, be- 


19* 
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stimmen, geben 








ER Arlffer) di?" iple') 
M ,ind.E,«) a une = aut E 
- MOG. 4. 
V,Ind. E,(« Triple) dIfte) 
a 7 Eu,\U) = _ “ 5 





dr dei 
Vermöge dieser Ausdrücke verwandeln sich die obigen rg in folgende: 


re a?" Ifi e") ni "Ip e' 








ind. fie ind. ı(o) +5, A Br . 
! fi a” du” dur?” 
1 ] ] 1 l n ..e Mod. r: 
’ , Po ( (e’) er (e") 
Ind. p \e Ind. y, (0) -- &,— F a / 





dv" u 


Nimmt man die Glieder der in der zweiten dieser Congruenzen vorkommenden 
Summe in umgekehrter Ordnung. so läfst sich dieselbe auch folgendermaafsen 
darstellen: 

— drttjffer) dir llgle”) 


/ | >. . re BEER 
Ind. y 1% : Ind. g, 0, n WIRTER Ani 








Subtrahirt man dieselbe von der ersten, so erhält ınan 
ind. f(e) — Ind. p/e‘ == ind.fi(e) — Ind.y,/e)- 3, 
wo der einfache Buchstabe > als abgekürztes Zeichen für die Reihe 


N d’ Ifi e; dA Ip (e 
dıf der! 


2 u 
»—. 


s— 3-4 





seselzt ist. 


Diese Congruenz enthält die vollständige Lösung der gestelllen Aul- 
sabe. Wendet man die dem Legendreschen Zeichen für die quadratischen 
Reste analogen Zeichen für die höheren Potenzreste an. welche mit den Zeichen 
ind. und Ind. so zusammenhangen, dafs 





| F(e)\ ur ad. Fle) ( ÄuR . 
pia)/ “fle). 


o lid. Fla) 


so nimmt das gefundene Resultat folgende Form an: 


(2) (he) 


gt Ba X. Lane 





p(e) Zi p,(e) 

| Aenninn 
(Fe) ) \f,(e) ) 
Der Ausdruck des &, welcher entwickelt folgendermaafsen geschrieben wird: 
 .; Arie ) Elpie)  dulfte) diiple‘) 


— en 














dı? dv+? dv® dur? | 


 dlfie) dilple) 


dwi-? dı’ L 
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enthält, da die complexen Zahlen f(«) und y(«) als gegeben betrachtet werden, 
nur gegebene Gröfsen, und wenn nun auch das Reciprocitätsgeselz für die 
primären complexen Zahlen fı er und - als gegeben angenommen wird. 





(@) ; ’ 
d.h.. wenn das Verhältnifs - ) bekannt ist: so ist vermöee dieser 
(«) hen) 


Gleichung auch das ie erhältnifs 1 (hie u ee) ) der complexen 


p\a) 


Primzahlen f{e) und p(«) gegeben. 


Angenommen, dafs das von mir gefundene. oben aufgestellte Reecipro- 
citätsgeselz,. nach welchem 
(Le _ (29) 
“Fle) / fi (e) / 
sein soll, richtig sei, so hal man für die nichtprimären complexen Primzahlen /(«) 
und  (e), welche nur der einen Bedingung genügen müssen, dafs /(«)— fl) 0 
und g(e)— y(l)==0 ist, nach dem Mod. (1 — e,'‘, das Reciproeitätsgesetz: 


— (4 f (@) 
A fi (@) - 
Mit dem Reeciprocilätsgeseize für die primären complexen Primzahlen ist also 


zugleich auch das Reciprocilätsgeselz für beliebige nechtprimäre complexe 
Primzahlen gegeben. 


In der schon oben erwähnten Abhandlung (im 39ten Bande 8.351 
dieses Journals) hat Herr Kisenstein eine, zwar auf einer unbewiesenen Voraus- 
setzung beruhende, jedoch sehr sinnreiche Methode entwickelt. um diejenige 


. A en A B ’ ; 
Potenz von « zu finden. welche dem Verhältnisse (=):) oleich ist. wenn 
\ A’/- 


4 und B complexe Zahlen sind. Der Ausdruck dieser mit dem Namen Um- 
kehrungsfactor bezeichneten Potenz von &, welchen er daselbst giebt, würde, 
wie es mir scheint, gehörig entwickelt und vereinfacht, sich auf dieselbe Form 
bringen lassen. wie der in der hier gegebenen NEE ent- 
haltene Ausdruck des Umkehrungsfactors «*, in welchem X durch die Diffe- 
rentialquotienten der Logarithmen der complexen Zahlen fe) und y(e), für 
@«=—e', gegeben ist. Wenn wirklich. wie ich vermulhe, dieses Resultat der 
erwähnten Abhandlung mit dem hier aufgestellten übereinstimmt. so hätte Herr 
Eisenstein aus denselben auch das von mir gefundene einfache Reciprociläls- 
gesetz für die primären complexen Primzahlen finden können: denn dieses 
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is! eben so eine Folge von jenem, als jenes eine Folge von diesem ist. Dies 
ist ihm aber nicht gelungen, obgleich er wirklich (S. 361) den Versuch 
macht. nach seiner Methode ein Reciprocitätsgesetz von der einfachsten Form 


/ AN r DB \ 1 . y. . . r 
\3)J=|(7) durch passende Bestimmung der Einheiten in complexen Zahlen 
F, | 





Aund B zu erlangen; denn die Bedingungen. welche er dafür aufstellt. lassen 
sich. wie leicht zu zeigen. im Allgemeinen nicht erfüllen. 


Breslau. den 30ten November 1851. 


l ) 
berıchlıg ungen. 


“.103 Z.17 v.u bis 8.104 Z.1 vu. und S. 119 7.4 v. u. bis S. 120 2.6 v. u 
l. ind. st. Ind 
“423 7.9 .1 D:st D 











11. 
Zweiter Nachtrag zu der Theorie der analytischen 
FKacultäten (Bd. 35 und 38). 


(Von Herrn Dr. Öftinger, Prof. ord. an der Universität zu Freibure im Breisoau.) 


(Schlufs der Abhandlung No. im vorigen Hefte.) 





Integrale des Binomiums (a. -+ 2)", 


. 
Ww ir stellen die Integrale des Binomiums (ax -: Ö,' hier vorerst ohne 

kücksicht auf Constanten in der zur Anwendung brauchbarsten Form zusammen. 

Sie werden auf dem früher bezeichneten Wege oefunden und sind folsende 












































(1) / ax-+by O2 — (ar toi — Arlkar+byetr 
e \ / J (nr) !-iar u + lt . 
2 Er ONE (ur th” 
(2.)} / (ax -- b)” or) ah m (as Kind. 
(nme ° 
- ! < 
‘ q . .— n|y - y 
(3.) / ax --b) (02)' hi I (aa +b) = ’-$ 
Dr > 
- n p ii 
q = ze jr r m y 
(4.) / (ar b) (0.2) u (« a 4 ’ 
[" a, ya 
(9.) [ Or __ (rt ran b)rt 
Pi (ar +b)" (1) (n—r)!a ae (1) 1 en 
3 
Seas 1 Fr]i uw 
(6.) / "ar __ mlartb) m et 
= m—n) "a (m —n)(?m—n) ... (rm—n)a ’ 
(ar + bh)" 
2 zZ BR 
2 SE an 
“"J/ ww 2 v _ 
(gar (ac +b) 9 
> IH 
I 97 W—p)—p) ... (n—)gy—p) 





. 





p I 


R- q 
(-1)7 9.29 ...(n —1)gq ya’ (art+b) 7 
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Besondere Fälle sind: 


10.) A 


(11.) 


(12.) 





























= “ 1 p 
(Or)  __ 1”! (ax + db)" 
ne Rn > 1 q 
(ar + b)” 1” 4! Yar+b)r 
n / ü 
PO. —_ 1 
(0.7)? 1 91 
Er q 
(ar h)“ ya 
RB B; (ar +b)"vVlar-+b) 
ax b)" (0X; r er ’ 
5” Hzylun) 
(Our): 171? Y(a(ar-+b)) 
(ar + b)" 2r 12 (ac -+b)"y(—a) ’ 
} ax +l)"t+ rl(ar hir 
(AxX u b O2 ’ » | + ) amp (aa ] b\ 
(ntrtsytitg Ss 17 -r-+ lg 
r 
n Sp 
m Dm\rd mT’(ax er 
h) y (Or) ö mu - 2 5. “ 
(n+ mt 
n Arll an+r ( Fa 
ae "Eg"7 (axr+b) 1 
b OA ) nn ri 
17 (p+p"t"'Ia’yar 
r 2 ml. et 
] (a zb” Be nn "(ar +b) gm 
/ u; ze u 


f 
2 
f 
fi 
f 


(17.) Fi 


gr 


(13.) / 


(19.) / 








(Or)t (ar +b)-r+tr+s 
(ar by Mt (an — r— sy +llgr- 





jr 11 (ar +by="+r +5 





+—|1 y\rıl 
= Yar 1+— +2 


1" (ar 4b) t 





























(—1)’ Hs4rlligrts 1—r+r+sil arts u 
5:7 7 mt (ax +b) ” ie 
2 (m—n) tim art ° 
(ar + b)"” 
D hi 
- Pr . = a 
(IoX) En as 1 9 Ta) Da 1g fü 
(arth”" Er. Er, ür n > 
s Nu m un 
(nt } y rl Zu Iax- b) y a’ yar 
l 
4 r—n + R. 
(1-1 1 gi gun (ar +b) qq " 
— für r >n, 
FR Q 
(—1)9 rl grrHilg.gr Yyar 
p ER (; n n r 
2 r an v—— ab 
2 Tg U AR 1 m \ (ar +b) m q 





F ‚ 

—1 n pyvi og 

] (nk) a’ var 
m q/ 
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tr ala +) 
MB. ....: Pen ‚I (ar-+b) 
(20) / Ka 
(ax + b)9 llar Yar 
r+ 2 3 \” +r a 
> Bi; ; Ba ler 
21) / = B 
(ax+b) 9 (Ir prlaar Yar 


Alle in ($.9. und 10.) gefundenen Bestimmungen über die Gültigkeit und 
Darstellbarkeit der dort entwickelten Ausdrücke und über die Ordnung im Inte- 
griren finden auch hier ohne Beschränkung Anwendung. 

Die Harmonie zwischen den Differentialen ($. 5.) und den Integralen 
des Binomiums (@r--b)" zeigt sich auch hier ganz deutlich. 


$. 12. 
Fortsetzung. 
Um die Constanten in die Entwicklung aufzunehmen, ist es am besten. 
von dem ersten Integrale zu den höhern überzugehen. Das Integral soll dabei 
immer von O bis x genommen werden. Man erhält dann 


iin (ax +by"+! . (ax + by" + bel 
(ax — / "0 nen 4 — _ —, 
/ (n+Hl)a Ci (n+1)a (n+1)a 
2 a Ylar+b"t!, AN: (ax + b)”t° if ie 
FE % \p\ — Een ) ai W- ar na + 
# a2} 0)" (0=) / (n+1)a | C,) co r& (n+2)(n +1)? Gert: 
u (ax .- b)"+ 2 hr+ l x hr-+? 
(nm + 21-1: (n+1)a (m— 2-14? 
Geht man auf diesem Wege weiter, so ergiebt sich folgende allgemeine Gleichung: 


1) S ar+byöry = f (ar +b(ör) + Ca)” 
+” C,(0x2)" - ST Cr)” - 


2 _ er UV rn 0 
. +f C,_.(ö0 4 fO-öe+f C(or) . 


oder nach (1. $. 9.) 
| r ne Ar (ac+byt ;, Ga 0,2? gr 
(2.) A (ax --b) (0X) u 1r+ ll gr u: rm + gr En rl | 


Gr” y | Y 
. + +Ü,_,x- e.. 


























Diese Entwicklung, obgleich nur auf eine bestimmte Function ange- 
wendet. läfst sich, wie leicht zu sehen, auf jede andere ausdehnen. Daraus 
ist zu entnehmen, dafs mit einem Integrale von der ersten Ordnung auch r 
Constanten von der in (1.) verzeichneten Form verbunden sind. 

Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLIV. Heft 2. 20 
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C, ist die Constante, welche die erste Integration (Integral der ersten 
Ordnung). ©, die, welche die zweite Integration der Function (Integral der 
„weiten Ordnung) für sich liefert u. s.w. €, ist daher die Constante des 
Integrals von der Akten Ordnung für sich. Es ist also nicht nöthig, alle Inte- 
srale zu durchlaufen, um die Constanten darzustellen, sondern nur das Gesetz 
anzugeben, wonach sie im einzelnen Falle gebildet werden. Dies geschieht. 
wenn man das Akte Integral der gegebenen Function sucht und z==0 setzt. 
Demnach ist im Allgemeinen: 


(3.) C, “F f(x = 0)( or), 
mn rrk ir—k 
a Ser tft = orüer)eer- 
Für die Gleichung (1. oder 2.) 


ır—k Or k Qrlipn+k jrjı yn+k rk 
FE Dh y .. . 
(9.) F Oi 2) ef ( Tr Alt gg )& I —— Tr gr—altgk ? 


und es ergiebt sich aus (1. oder 2.) folgender entwickelte Ausdruck: 


ze a 10 1 ( r (ax +b)"+r 
(0.) / (ar + b)'(0x) = ge pe” a a” 


(4 ) hr pl “ y ) br+?.gr-? ( y ) hr+k wi 
N- em ı a n+h/x R 


ENG e br+ (2 ) br-tr | 
a+r— 1/,-1 — n+r/, a 3° 


wenn der Kürze wegen 



































(+5) ERW. < cm 1) k+1) un En. 
n+k/ı (n+h)(n+hk—1)... (n+1) (n + kyr-1 
geselzt wird. Diese Erörterungen führen zu dem folgenden Satze: 
(7.) Ein Integral von der rten Ordnung hat r Constanten. 
Die Constanten der Integrale, deren Exponenten echte Brüche sind, 


werden auf gleiche Weise wie bei den Integralen mit ganzen Exponenten 
vefunden und man erhält 


p EEE, r 


Ze p N n-- 
\q 1 1l(ar 4b) 7 ,ı rlıy 
/ (ar - by" a) = er un CudU= — 


P|ı En een 








I 


1 ı'a 


Es ist daher 


Zi . n » tz tz 
8) S"artsra — tn Fer 
| n+ 119, "+ 2lı 9 
1 9 var ya? 
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Das vorliegende Integral hat also nur eine Constante. Dies recht- 
ferligt sich einerseits dadurch, dafs nach allen bisherigen Entwickelungen die 
Entwicklung eines Differentials oder Integrals, dessen Exponent ein echter 
Bruch ist, als eine in sich abgeschlossene, einheitliche Rechnung zu betrachten 
ist. welche nicht durch Wiederholung geschehen, oder in mehrere andere 
Rechnungen zerlegt werden soll; andrerseits aus dem in (7.) angegebenen 
Gesetze, welches jedenfalls den Schlufs in sich begreift, dafs ein solches In- 
tegral höchstens eine, wenigstens nicht mehr als eine Gonstante haben kann. 
Die Unterdrückung aller und jeder Constanten für (8.) steht aber offenbar mit 
den Elementen des Integrirens im Widerspruche. Hierdurch dürfte folgender 
Satz gerechtfertigt werden: 

(9) Kin Integral, dessen Exponent ein echter Bruch ist, hat 
nur eine Constante. 

Da nun ein Integral, dessen Exponent ein echter Bruch ist und in 
dem Schema (10. $. 2.) in dem Intervall O und 1 liegt, nur eine Con- 
stante hat, so läfst sich mit dieser Bemerkung auf das Intervall (1 und 2) 
übergehen und folgern,. dafs ein Integral, dessen Exponent in dasselbe fällt. 
nach (8. und 9.) zwei Conslanten hat u. s. w. Diese Schlüsse führen zu fol- 
sendem Salze: 

(10.) Kin Integral, dessen K.xponent in das Intervall r und 
r--1 fällt, hat r--1 Constanten. 

In den Sätzen (8 bis 10.) ist die ganze Lehre von den Constanten 
enthalten; die sich auf eine sehr einfache Weise ergiebt und wie von selbst 
sich feststellt. Zrowwzlle nennt sie „fonctions complementaires” und behandelt 
sie sehr weitläufig (Journ. de l’ec. polvt. T. XIII, p. 94 — 106). 

Wir setzen die Stelle her, in welcher er die Resultate seiner Unter- 
suchung über die Constanten (p. 94) niederlegt. 

„Relativement aux differentielles a indices quelconques, j’ai tres-long- 
„temps regarde la question des fonctions complementaires comme la plus difhi- 
„eile de toutes les questions primordiales qui se presentent dans le nouveau 
„ealeul. Je crois &tre pourtant parvenu ä la resoudre enfin d’une maniere 
„fort simple, apres avoir decouvert la singuliere analogie des fonctions alge- 
„briques entieres et des fonctions exponenlielles a exposans infiniments pelils, 
„telle que je l’ai etablie dans le paragraphe precedent. Je rappelle en con- 
„sequence que cette analogie consiste en ce que toute fonction exponenlielle, 


„a exposans infiniments pelits, peut-etre transformee en une fonctions alge- 
20 * 
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„brique enliere, el vice versä. Voici le theoreme auquel je suis arrive: La 
„fonction complementaire quil faut ajouter a la differentielle d’un ordre 
„quelconque u, est une fonclion algebrique enliere d’un nombre limite de 
„termes dont les coöfficiens sont arbitraires. Celle fonction se reduit a 
„zero quand u est entier positif, et a: 
G-+0,2202°-+ --- +6,12” 

„yuand u est un nombre entier negalif —n. Mais en general, le nombre 
„des termes quelle renferme est indetermine, quoiqul ne puisse pus etre 
„infin?. Le sens preeis qu'il faut altacher au th6oreme Enonce, sera nettement 
„fixe par la demonstration que je vais en donner en exposant la suite des 
„idees qui me l’ont fait connaitre.” 

Man wird in der That überrascht. ihn von schwierigen Fragen bei 
einer so einfachen Sache reden zu hören. Dergleichen ist allerdings möglich, 
wenn man künstliche und verwickelte Wege statt einfacher und elementarer 
betritt. Bei allen seinen Erörterungen entwickelt ZLiowvelle nur den Satz (8.), 
und diesen nicht concis. Die beiden andern, von gebrochenen Exponenten, 
(9 und 10) hat er übersehen. Die Behauptung, dals ein Differential keine 
Constante habe, versteht sich von selbst. Aus gleichem Grunde kennt er 
auch den Satz (29. $.4.) nicht, worauf der Calcul führt und der als ein Ana- 
logon der hier gegebenen zu betrachten ist. 

Wir nehmen jetzt unsere Untersuchung wieder aul. 

Nach den in (3 bis 5.) entwickelten Gesetzen lassen sich die Con- 


n 


stanten für jede besondere Form des Binomiums («ec —+-b)" finden. Für (ax -- 5)”, 


(ax - by)” u.s. w. sind sie 


n 











nö 
Ik : Im rr-k 
11. / C(0x rk — 
( ) k\c ) N. k—1 
—+ ‘) Ar—Ml ggk 
m 
| N Im ' ® rk 
— 7m N af , 
—+hk 
m k 








PR br kypr-k 4 r beten 
‘ 7,2 rk __ ee 
(12.) / Ci TC) men (—n+hyf 1 1-Hlgk EZ ll (az, ar 


u.s. w.; woraus sich die besondern Formen für (1. und 2.) leicht ergeben. 
Es ist noch zu untersuchen, welchen Einflufs die verschiedene Ordnung 
der Ausführung des Integrirens auf die Resultate hat. Aus (1.) folgt unmittelbar 
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(13.) fer (ax -- by" (Or) 


Ir-4s ’r+s—l 


| \n/ We Pr RR rs) a ee 
= (ar +b)" (or) + C,(ox)'' +f C;(ö2)t"- 


| 


t r+sck [2 WE EEE . « N 
.. + Glory"... + fe, „102 Ur, 


Hier gilt die Bedingung, dafs A nicht gröfser als r--s sein darl. 
Wäre es gröfser, so entständen Integrale mit negativen Exponenten; d.h. sie 
gingen in Differentiale über, und dies widerspräche der Aufgabe. 

Zur Bestimmung der Constanten in (13.) dient 


Ir sk . u 
(14.) / GE) 
nn k | | frli hr rk yH s—k 
Wh ‘ ’ \/ r .\ . sk use x 
— / [/ f(x er Vox) 1; as Jr +kltgrts—hlt gk j 





Integrirt man (ax--b)" zuerst nach r und dann nach s, so erhält man (13.). 
Integrirt man zuerst nach s und dann nach r, so ergiebt sich 


a ’s-tr ä \ ’ 

15). [raw +6) 
2 RE } h"’o s\s+tr | a Nap\str—1_| Fr ID m\s-tr=? 
ae ar )) o#) T ı(OX) 1 ra 0X) 7 


ds+-r—k Be . 
+ f + Cory "- + [Cu 102- ;, 
und man sieht die Identität von (13. und 15.). Die Gleichung (14.) bleibt in 
Kraft und man hat in Rücksicht auf die Constanten: 


. 4 Pe « as 
(16.) / | (ax -- box)" '—_— / (ax -. b)" (0.X)' Ar 


d. h. die Ordnung im Integriren ist bei ganzem r und s gleichgültig und es findet 
sich bei verschiedener Ordnung das gleiche Resultat. Dieser Satz behält seine 
Gültigkeit für jedes beliebige n, unter den für letzteres bekannten Restrictionen. 
Anders wird sich der Fall gestalten, wenn s ein echter Bruch ist. 











. . . . 3 
Hält man sich zuerst an die Formeln (13. und 14.). betrachtet r -- X 
’ | q 
FE „1° » a ° 
als zusammengehörig und setzt allmälig 1, 2, 3,...r, > so ergiebt sich 
 « 
r+ e ru 
17) Star +) 
3 ++ n+1 ,ır Pe ES PB 
—_ zen (ax 4b) E00 brtlgr—ly,p a A EL ch ie 
pP pP p AR 
r +— Il r+— ——iil +-—2ll , 
al ia >> 2 BER ZZ ne 
9 ( n-- ‚p 
bh kyr—k vır bi r Var y B.. g 








+ Fer Zlı 


r . _ +r+= 
An+Al14 gq a‘ ARRENDE | a” 1 q 
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Setzt man aber allmälig die Werthe a 147: gr Br: statt A, so wird: 


Sache r+Z RE ı 
13) / "kart by (00) ” 


pP 





n-+-r > — nt — n--r 




















ga (ar+b) Sa b ıx To bo Ig-i ri 
ak 10 tr dar naar 
gm u ® a 7 f 
ge 3 Ay Jr—Kll ggk Var u RE na W a „ a 7 


Die Verschiedenheit von (17. und 18.) liegt deutlich vor. Sie ist durch die 
verschiedene Ordnung im Integriren bedingt. 


pP pP 
’r +— rt je 
Man kann auch zu f ’(ax--b)"(ox) " gelangen, wenn man zuerstnach 





u. . . . 
und dann nach — integrirt. Dies giebt 
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ER p E 2 9 
. Be r+— au J (ar + b)"tr br I yr-1 b"+? yr-? 
(ar--b"(or) ' —=1 Ta nn 
2 jr+trlig 44 | jr-1l 4»+2] 1-21 a? 
I"+ k rk h Hr-1 r Ir+r R 
— . — 000 — = ,— N) S .\g 
Ju tAlt Qr-Allgk pet gr utrligr « 2 


Wird nach £ inlegrirt und die Constante für 


1 
p 


7 (artbytr „2 
# jr+ r (or)' 


ıla 





zugezähli, so ist 


(19.) "ent by" (© 2)! 


) 
nr - _ — r—) 

















ıNn nr 
uf (er +b) 7 Deitg X brt?r 7 
+7 ‚Pl r+ f +2] . + 2lı 
| ga ı9 q» rat A 1" +2114 A. 
P p 
r—k + 1+ — 
b’ikr 2 brtr-12 "9 
p pP 
r I k t 2ı : 
"+14 q af Ar+r—ıj1 Ah —1 
p p — 
—— n-+r tr — 
brtr 9 b 2 








n er+2|ı r+- 
J “U 


Pi 
An tig a” 1 


.. : 5 ai » j i 
o läfst sich (aw-1-b)" zuerst nach X und dann nach r integriren. 
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Eben 
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Dies giebt 
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N | "(ax + Hy" (öz) 7 fl e (ax --b "oe" )ör 











p p 
. n 1 — nt — 
”[ Arlart bh)" ip 7 \. 
“rn „+ 2lı 2 ara Ad 
_ n+—I1l — 
1 «a! 1 I 


Wird nun für die eingeklammerten Ausdrücke allmälig das rte Integral durch 
wiederholtes Integriren entwickelt, so erhält man 


nD 


p 
r+— "e 
(20) Start (oa) 
rt FEN a | r r—1 
Mr AK ) n N na P | 
us p .» +/ Cox +f C „(0x)" Zur 
a ri 1+_ 























q 
h mhk . k » 
tn en | ..» l_ , r) y | , 
| C „(Or) | ] r per ( ) 
r = g r—1 "T r = 
p pP p 
n+r+ — n+ — n+-r + — 
e qui (ax + bh) g I b gxr BR h g a 
ver p p ( a pr ce 
n+r+ le r+.e a+—lı, 9 "+r+-2[1 q 
j a 9 1 9 | 1’! Yar 1 q | 111, yar 
p 
n-+-k- n+— +r—1 J 
HT mh bIı x bei ybr 
p ar DD 
n+k+ z|ı n+— +r—ijl I n+ 47 9 
1 Ar—Kll gK Var 1 9 a—!yar 19 a’yar _ 


Auch dieser Ausdruck ist von (19.) verschieden. Dagegen stimmen (19. und 17.) 
und (20. und 18.) überein. 


Aufser den genannten Entwicklungsarten lassen sich auch folgende benutzen 














p p 1 
r+— ER 0 1 ı, fr AR 
(21.) / "(acr-+b"(or) ' = - (/ (ax +5)" (dxr)) 
n „I | 
(or) 9 
7 RE - —1 B „se 5 
a Irlk(artb) 3 1 Cx q C,x X u 
u re: 2 Seen a Sr 
a ryap 1 q 1 q 17 q 
D 
+2 2 =, ar | 
(22.) YA 7 (ax --b) er - (ax 4 b)" (0x) I 
(dx) 9 
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17! (ar-+b) a 
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Auch diese Ausdrücke fallen mit (17 bis 20.) zusammen und man sieht 
die oben ausgesprochene Behauptung auf drei unter sich verschiedenen Wegen 
bestätigt. Die in (17 bis 22.) gegebenen Entwicklungen gelten nicht blofs 
für ein ganzes positives, sondern für jedes beliebige n. Dies giebt den Satz: 


(23.) Die verschiedene Ordnung bei Darstellung des (r- )ten In- 


tegrals von (ar--b)" ist nicht gleichgültig und man wird durch 


EUR p TE « p 
aa Ei PIERRERERRERNER. 
/ '(ar--b)(ox) * und / (axr--b)(oxr)' 


auf verschiedene Formen bei Berücksichligung der Constanten geführt. Bei 
der Darstellung bestimmter Integrale darf man das Gesagte nicht übersehen. 
Specielle Fälle lassen sich leicht entwickeln. Es ist z. B. 


‚ ’ı j ne 2,212 ' 
(24) / art drr) = geriam (ar + b)'y(ar-+b)—b"yb) 


m, 


$. 13. 


Integrale der Logarithmen. 


Auf die in ($. 9.) angegebene Weise erhält man: 


Er __ log. 
(1.) I — (A)-1p-n 


r unterliegt hier keiner Beschränkung. Man hat daher für ein gebrochenes r: 





















































In — kn N. pP 
(2.) FE Ball logr u (—1) ıplogr 2 (—1) +9Jlog.r® f 
: . u nn ie 7)" 
ya | qY 
l'erner hat man für jedes ganze und gebrochene r folgende Formen: 
1 1 
2 == lo 
(3 ' / (or) __ ee log x" a log .r” LET. log x 2 Sr 
oa , r' en (1), 1-1 ‚a (—1)r-14 rl Da (—ıyr-ılı Bond. (—1)r1 
... Jlgar _ log (a.r)” 
& (1)! jrıılı a (—1 . jrlt 
Eben so ist 
1 
Ren "PRO, 
(4) f der” __ boglar+b) Toglar tb" v8 ax +b 
.o“ ö (ax +b)’ Sinai EEE 17 nn —!ltar a ER, | ac) De 2 za (ya ’ 
1 
Re £ loa — — 
5) f' (da) log (ar +b)  log(axr+b)r A Sar-b 
’ 2 Kr a Zt "E 24 L_y q Spk BE 19 ’ 
(ar +b)" (1) 19  yar (—1)’ n1I  Yar (—1)717  yYar 
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iD ; P ‚rt 
(6.) / a (Or) 9 ah  glga e qlogr 9 
Z ur 2m Pm | u | u 
7 — 2 ’ Er = ? + ——l — 1 j 
x 3 1) 10 p (1) « 1 pt" 
lo | 
— 
es 
pP I 9 
+ 2-0 
(1) +19 p’" 
ER R + 
en a (dr) 49 y’log(axr-+b) 
2) ö e( er 
« / 7 14 £ P_ıı 5 
(ar -+b) (—1) 119 p'Ta'yar 
r- > y log - # 
y’log(ax-+b) 9 - ar+b 
— a ‚ "| | 49 + Pu | qQ 
(—t) 717! (ptqy!Tayar (—1) 917 pay 
Sodann ergiebt sich aus (1. und 4.) 
er er arts loo.r(o.r)*® 
(3.) /; r 2 (— y—lgjr—ilı ? 
(9 / hs (Oa)y’t° j f’ log (ar +b) (Or) 
e. (ar (—1y-pMllgr 
p 5 ’ 
j NR ra (dr) gq 7 los. r (o.x)’ 
u _ fberiäy 
. 7 . « Es l ——I|l 
yxl (1)? 19 
p Be. 
1) £ 7(or) 9° __ £f" loglar Tr b)(oa)" 
a oe 2 Ping. 
(ax +b)7 (—1) 17 var 
Diese Gleichungen weisen auf die höhern Integrale von log& und log («ax -; b) hin. 























Stellt man den hier gefundenen Resultaten alle schon in den frühern 
Paragraphen erhaltenen zur Seite, so ergiebt sich 
E . - | 
j "g IX 7 as: : “ i 
12.) / = zu — —1 #7". (10. $.9). 
1 ya? 
r Pr y. r+ air 
r 2 4 (OK) 4 q 
(13.) / & 7 - (14. $. 10.). 
y.ır Ki 
NZ = r 5 Z|ı Al 1 
TtT (Or) 9 TE 7 4 15.8 
| - 5. 8.10.). 
2.7 
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ee. q (O.r)9 
(15.) 5 = 
(ar +b)V 
ar. +. 
> Tre 9 
(16.) # 2 
(ax +b)I 
p EEE 
. Ta (8) 9 
(17.) / . 
(ax --b) 


haben. Bei Zrouwville findet 
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| 


Man sieht leicht, dafs die hier 


ae 
(9. $.11.). 
Var 
-2lı 
1 9' (ar-+b) 





- (20. $.1 1.). 
1 yar 
Et 
g | 7 


q 
(1) p’Itwyar 


‚Pi; 
ag 








7 (21. $.11.). 
(p+H(r —I)g)a’yar 


Integrale zwei verschiedene Werthe 
man sie nirgend erwähnt. 


(I’p(p-+q).. 
gegebenen 


In allen diesen Darstellungen sind die Constanten aufser Acht velassen. 


Sie folgen den in ($. 12.) aufgestellten Gesetzen. 


g. 14. 


Höhere Integrale von log.x und log (ar +b). 


Die höhern Integrale von log. ergeben sich auf folgende Weise: 


— 


zlogex —r, 














$ an r*log.r 3” 
logr(or) = u FE m 5 a 
S"logz(ösy — ur __ Ms 
. TERN Krer“ne we 
ie; : x'log.r 50.r* 
log x (or) — — ; 
/ uk ei, 1.2.3.4 1.2.3.4.1.2.3.4° 
u.s. w.. wie sich Dies leicht durch Differentiation zeigt. Dies führt auf die 
alleemeine Form 
7 Apr __ X’logr A,x’ 
- (1.) / log x (< LT) = Fra Tg 


Die Darstellung dieses Integrals beruht auf der Angabe des Zahlen- 


Ausdrucks A,. Die 
Weise zusammengeselzt ist: 
4 =1, 


A, | 4, 
3.13 -IGstT)= 






nähere Untersuchung zeigt, dafs derselbe auf folgende 


442. 
1.2.1.2 


CA, 2° 
u ie x“ 5 
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sl Li 1( Br )— (1.2434, __ 14-2+1.3+2.3 
1.2.3.1.2.3 3\1.2.3 ' 1.2.1.2 ’\1.2.3.1.2 3 4.2.3.12 
BEN, 
nee = 
A, Er H( A, 3:3 Ss 
1.2.341.234 Fan = 1723112 R } 
— 1.2.341.2.441.3.442.3.4 EB. .% ... 
. 1.2.3.4.1.2.3.4 73341.234° 
A, a ne ) BR: A, y Mi 1.2.3.445 
ı.»2...51413..5 > \1.2.3.4.5 11.2 3412 2.3.4 51.2..51234 
-. 1.2.3.445 ‚cd, 2, 3; Br __ _6(1,2, 3, 4, 5) 
i®. ur, Te vn 


Das Fortgangsgesetz liegt deutlich vor Ne und hat folgende Form: 








4, 1 ru 1.2.3..(r—1)+rA,_, 
(2.) =. a)" 


ga TON rn -TT2.. er ND1.2.. EEE... 


RK ee 2, ... r—1)? 
1.2.3... 01.3. j 





Nach der Combinationslehre ist 
8) 1.2.3..r—1)+r04,2,..r—-1°= 04,23, 3,...n)7", 


denn es ist 


rc a) ne er — heran ei; 
ren A,_,d, a,\a,03 ».... d,_ 
RER a4,_,4,_,d, TE 4,_,4,_, 
REN d,_,4,_4,_,d, Alla zn... 4,_,6,.4,_, 
4,4,4, ... 4,_,4,_1d, 4,4;4; ...4,_4,_, 
d,4,4, ... 4,_,4,_,4, 4,4; ... d4,_4,_, 
44,4, ... 4,_4d,_,d, 44,4, ... 4d,_>4,_, 





— 444; ...4,_1+4,0(a,, dp, Ay, ...4,_,) - 


Man erhält daher für das rte Integral von logx: 


e” P- p . \r—lır 
(4.) / logr(öx) — — logr Cr 





pl 1.2.2.0. 


Hier bedeutet Ü'(1, 2, 3,... r)””' den Summen-Ausdruck für die Verbindungen 
ohne Wiederholungen aus den Elementen 1,2, 3,...r in der rten Ülasse. 
Er findet sich wie folgt. Es ist 


21 * 
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‘ n ; | 
C(1,2,3,...r)! = 1:2.8...0(4-437 Lu ) 


und ferner, nach (S.260, N0.556) meiner Lehre von den aufsteigenden Funclionen: 


| | 1 4 1 \ 1 1 . 
141-1112... — —= logr + — — —— - — — tl, 
2 3 „u r S 1 2% 12r? ' 120r* 252 r® 





wenn Ü = 0.5572156 ... ist. Hierdurch erhält man 











_ ’ - x’loo.r x’ / 1 | 1 h "\ 
5.) / lern) = an - ml + Betr te) 
x x x’ 1 1 Ä 1 ae 
re er 
DR 7e- RE a 2 1.2.9... PX 12r? 120r! 


Für nicht sehr grofse r sind die Zahlen- Ausdrücke von Ü'/1, 2, 3, ... r)' 
am zweckmäfsigsten. Sie sind 
(6) Al, 4=3, 4,11, 4,5%, 4,274, 4, 1764. 
Die höhern Integrale von log(ax--b) ergeben sich nun leicht. Man 
erhäll,. oAne Rücksicht auf die Constanten: 

















, a axr-+b 2 ar-b 
Ä / log (ur --b) ox — — log(ax--b) — AR . 
« d : d 

"& N (ar +5)? | (ar +b)’ 

loe (a2 -+-b)\(02) = —  — loer (ar 1b) — > 
ej D\ \ / ae en Zi. I. 
(T.) L [ u (ar -+b)° Be 11(axr-+b)' 

\ looe (ar --b)\(02) — - — loelar +5) — ee 
IE TERROR 1.2.3.0 0198 797 73.317.298 





N . (ar -+b) . CA Bu; rKaxr-+b) 
loe(ar + b)\(02) = — —-loe(ar + 5b) — — 
J u ” u A en m m E wur”, 


Mit Rücksicht aul die Constanten ist nach ($. 12.) 

















| R el (axr-+bVlog(ar +b 0(1,2,3... rar +b) 
(9.) / log(awr--b)(ox)' = PTar Laie Ip gr ie 
Ü gr Ü, x’? IE | . 
gr 7 pl ei IT = C,_,2 u C,. 
Hier ist 
br G(1, 2, 3 y— kyr-k-1 
(9.) U, PM gr \logb Pl ) 


Benutzt man die hier gefundenen Werthe, so ergeben sich aus (10. und 12. 
$. 13.) folgende Ausdrücke: 
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\ Eng 
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TE We‘ - 

/ 47 (or) 7 a 

11. . | are 
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ER  - 

274 g (Or) g ER: 
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Die Constanten finden sich aus (9.) und nehmen noch den Factor 


auf. 








log (ax -+b) 1 
— — —los (ar --b) 
Eu RR) N og(a , 
(1) 19 ya’ 








(ar -+b)' En 3\ 
Er, u 
73 162 








Geht man auf specielle Fälle zurück. so erhält man: 
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ax-+b ’ er ı nn 
TI og (ar- )—1I) +G2-+-C.. 
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SE _—_  Y1logr 
yr , 
3 (Or)? y-.a 
— ( ni) 
/ - 2 logx —1). 
(12.) 9” (d.r)? y—l.a 
Vz — TRyn — (log Rn 13): 
': (Or)? ai 11 
J Vx 1. 3 Vn „(log 123 
[: Ca Yyl a Ä yv—1 
/ yiax+b)  Yina) logtar-; 0) Dei 
? er (ar +b)y— L W 
J; (ar+b) 5 a.y(rua) (log (ar; )—1) 
3. ry—Nloeb by—-1 , 
(13.) _ rd _ loeb —1). 
y (ra) in ” ' 
3 (dr)? eu. Ö x” 
u a DAMRRORER ör-— 
F vlar+b) 1.2.0? y(ru) — (log (ar ’) 2) — 12 ad -6, 


Den in (12.) ge: 


(14.) 


egebenen Ausdrücken stehen aus (13. $. 13.) folgende 


%1 n L 
/ / » (or)? 
e VL 














yn, 
= 
DI, 
(Or __ a’Yn 
ee Fe’ 
fie _ =Yn 
ü 7 DEF: * 5 
6. $.13.) folgende 


und den in (13.) gegebenen aus (1 


F Or 4 
yiar+b) Ya’ 





3 n 3 
J- (O.x)? 
J Ylax-+b) 
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ylax r b) 
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(dr)? 


(ax -+b) 





zur Seite. 





. (ar+b)yn IC 
= 19 








aya \ 
(ar+b)’yn | ir 
1.2.3.0’ya | G2+6, 
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Von den in diesem und dem vorhergehenden Paragraphen gegebenen 
Darstellungen hat Liouvelle die zwei ersten Integrale von (No. 12. im Journ. 
de lee. polyt. T. XIII, p. 161 et 162) entwickelt. Das allgemeine Gesetz. 
welches hier vorgelegt ist, fand er aber nicht. Eben so wenig kennt er die 
zweite Art von Ausdrücken für die nämlichen Integrale, die in (No. 14. und 15.) 
zusammengestellt sind; denn er sagt nur, dafs die Integrale der vorstehenden 
Art auf Logarithmen führen. 


Dafs die obigen Schlüsse richtig sind, soll nun auch noch durch Anwendung 
der in (20. und 21. $. 2.) angegebenen Verfahren nachgewiesen werden. Es ist 


(16.) I -/ (an ) = (Jr. 8.3.) 
Yy- 


— los .r. 


vn 08 








Ferner ist 


(da —/E :); Ce > Zn 
(17.) I a 7.) a2 hy ale, 8.9.). 


(No. 16. und 17.) sind die in (12. und 4.) auf anderem Wege gefundenen 
Werthe. Aus den in diesem und in ($. 13 und $.6.) gefundenen Resultaten 
seht hervor, dafs man bei Logarithmen nicht direct von den Differentialen 





auf die Integrale, und umgekehrt, übergehen kann. Hier gilt also der Satz 


r 
= © 














nicht. 
$. 19. 
Integrale von a“, sinx und cosar. 
Folgende Ausdrücke finden sich leicht aus ($.7. und 8.): 
? x %r bx 
4 x - ir a / hx N \r e 
ıy® m —— ° e ‚XL = .. 
(1.) yj a“ (0X) logay’ (4.) (COX) r 
(2.) "ee (dr) = e* 5.) Jr (Bay — nn: 
. / ’ u (—1)" (log a)” 
° bx ’r 0X 
E Br Zm\r a / AL __ a 
2) = a ) —— _——, 
(3.) / a”(0r) b’ (loga)" ” (6.) (02) (—1)b’ (log a)’ 


bx 


al re 


bis (log ua)’ 
| a ni sin (mr —r.z7) 
(8.) Fi sınmıc (0x) — >—, 


m’ 











9) S[eosme(ösy — mr. 


m” 
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Pre. FREIE, sin(me—(r+s)irn 
(10.) / smıar(or,) "" = \ Laie) 


wer 





i e. I 4 TREE * na 1 
(11.) / cosmr(ör)" — cos(mr—(r+s)37) 


m’T° 





Die (rleichungen gelten für ganze und gebrochene r und s, und ohne Rücksicht 
auf Constanten, welche sich leicht finden lassen. Der Zusammenhang zwischen 
den Dilferentialen und Integralen dieser Functionen liegt deutlich vor. 


Anwendungen. 


$. 16. 


Ohne Schwierigkeit lassen sich nun auch die Differentiale und Inte- 
srale höherer Ordnungen und mit gebrochenen Exponenten von gebrochenen 
Funchonen geben, die sich in Partialbrüche zerlegen lassen. Wie letzteres 
seschehen kann, ist im ®ten, 10len und 22ten Bande dieses Journals nach- 
zusehen. 

Soll beispielsweise 

0’ [+ 


(dx) (r L_ b)P x” 





ausgedrückt werden, so erhält man, nach erfolgter Zerlegung der vorstehenden 
Function in Parlialbrüche: 

















” ö' fr ö' ( 2... B, BB 
. ! u —- Br, u ir re 1 1} n 1} —. REIT Son u 
| (Or) (a-t+b)P x" (or) (+ b)P (+ h)yP—-! “+ By | tb 
3 A, I A, A, ! A, 
gi; gn | gr 4 gi ee we. 


Das Gleiche gilt für die Integration, und es sind nur die bisher ent- 


wieliellen Geseize anzuwenden. Danach wird 
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„ME Re. (ag L 1 ) 
(Or) ar t+a? ° (Or) "\rtay1 ! ray 
(Ar. Anti 1 | \ 


> (spart Gare) 
(1.11 (e+aytH4(r—ay—i)* 











2 (2?+a)r+ 
Hieraus folgt durch Entwicklung der Binomien 
[ oO’ Be (—1)4\ +1 / ’ BE >| \ er 
l un — .’ — (PP -- . _ N e’ 
(4.) (or) a’ tar (ta?) 14 riet are re ) 


Seizt man 
x -+-ay—1 = R(cosz - sinzy—1), 
z— ay—l = R(cos2 —sinsy—1). 
so Ist bekanntlich 
E ö ad 


R—= yY(z’+a), cost = —-——,  SiNz = ——. 
Ad Y(x?-+a°) v(a’+aR) 


— aresin — 


d 
z — 8006008 ——— | \ 
y(a?-+a®) via) 





= arclang—. 

und man erhält 

(e-+-ay 1) "=R"(cosz--sinzy—1)"—=R'*'(cos(r-+1)2-+-sin(r- 1)zy—1). 
za) 1)" — Rt coss—sinzy—1"—= BR" (cos(r+-1)s—sin{r--1)2y—1). 
Werden diese Werthe eingeführt, so ergiebt sich unter den genannten Be- 


dingungen: 


. Oo’ £ (—1)"1.2.3...rcos(r+1)z 1lcos((r +1)z-+rst) 
). r — u . — 2 | Fer — ewig 9 lfr . 
(or) x’+ra (2’+ a’)y)U +1) (x? + r?)30 +1) 











Eben so erhält man 

















Oo’ a 5 ir o' ( 1 Br 1 ) 
(dar ta —  UYy—l (Or) \etay—i xz—ay—l 
h a A Be Pu N 
 2y-l (e-+ay—i)t (a —ay—i) 


und hieraus durch Anwendung der oben gezeigten Entwicklungen: 


i Q’ a (11.2.3... r.8 ,, 
(6.) Air A 2 ır+l (ir T 
(OrV a’+a (we? + a7)” | 

















Hr +1,20 — | 
7 0’ «u . (—1)1.2.3...rsn(r +1) 2 BE I" sin((r+D)> Fr) 
( .) (Or) a’-+a? re (2? + a?) +D ie (2? L a?)30 +1) 


Die Gleichungen (4 bis 7.) gelten für jedes ganze und gebrochene r. 
Crelle's Journal f. d.M. Bd. XLIV. Heft 2. 22 
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m 


Re. a) in chz n 
Um / — Zr (0E)* zu finden, hat man 
« N A 


F +1 B: 2 i YA 1 N 1 (3 \r-+1 
_.—— (or) = +4 ( u )' or) 
. a ta” a . ztay ! —-ay1/ 


4/ ‚(log g(e-+ay—1)--log(e — ay—1) 
(rt ay—1)r c(1,2,...r) (rer tay—1) 

















log(«-—- ay—1) — 








2, rlı 2 .1r11qrll 
(vr — ay—1) 2 0(1,2,3,...r) Ur —ay—i) 
3.1 log —ay—1) — 2. ron 


Setzt man der Kürze wegen 
(2--ay—1) + (2 —ay—1) — M--N —=2(2’—(r),a? 2" +H{r,2"t#— ...), 
2 + ay—1) —(2— ay-1"=M-N 
—=Ray-I(re"—(r), 24,00 — .. .). 
ay—i (ay—1)? + (avi) (ay—)! 





log ZT + a) —1) = — = log x + a — u: 77 Z- u 7 — Br vr + Be, 
so ergiebt sich 

! | Zu N E; 
(2--ay—1)log(x--ay—1) — Mloge-- N me - i wer ” 
(e—ay—1)'log(e—ay—1) = = Nloge — N ner tel En 
folglich 


 ay-1)log(e --ay—1) -(e—ay-1)’ log (2 — ay—1) 


a” A 
— (M- N )[1ogx + az Tr | 








a a a’ a’ a’ 
2; I _, E \ Bi. sim ia aka: all Ge ah a ] 
NVA 
30 2a‘ 2a° ] 
E L/ ._ de : ER 
— 4(M- V)| log 2 +z I: - - 
3 5 7 
ns 1 Pi — 1% i PR, | & — w. u: u — .. R - 0. | 
4 (M N)2 Fı 32?’ !' Sr? 12’ 





W > I 8 ] und 1. 
— 4(M-+N)log(x +) — MN ylog ZEIT. 


Durch Einführung dieser Werthe erhält man 


dr—+1 r a log o(.r' ’L.a°) 5 u. Be 
(3.) ei za (08 1) = 3 plı IE: — (r, 2 Ta + (rear — 


ay—I rtay— 
3.0 
G(1, 2, ...r)-1 

qrlı4rlı 





re! _ (r); ea | (r); En re 














& — (NER), .: I» 
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ohne Rücksicht auf Constanten, und wobei zu bemerken ist, dafs der zweite 
Ausdruck reell ist. 

Führt man aber die oben angegebenen Ausdrücke des Sinus und Cosinus 
ein, so erhält man 


























Aus hr on en 
/ e- iz (02) = 47 (c0Sr2 (| sinzzy—1)log(e-- ay—1) 
C(1,2,...r)! b 
—1 gi gen BR (cosrz + sinrzy—1) 
1 5 fm (eosrz — sinrzy—1)log(z= — ay—1) 
Br j 
—, a Pr — -BR(cosrz — sinrzy—1) 
und es ergiebt sich 
R' (cosrz--sinrzy—1)log(z -- ay—1) -- RR (cosrz — sinrzy—1)log(= — ay—1) 
ay—i ay—i)’ yv—1) 
—— (cosrzloge + cosrz — — cosre 1 oosre ZU _...) 
EL 2X Ir" / 
# iu; a „ay—1 . .„(av-I)” , 
+R (sin rzlogey—1-- sinrz y—1— sinrz —— 
(ay—i)' 
und ie = SUR, N 
-sinr2 5,5 1 ) 
' R k „ayA ar „(av—1)' 
+-R (cosrzloga — cosr: ET TH .) 
r . vn / } 5 a vi / r (a v1)” / 
R (— sinrzlog ey—1  sinrz — y-1- u 


1 sinre I v1 l ...) 
2u? 2a* 2u° 
en) 


FR ar 1a er...) 


IX" 








— R’cosrz (log x” - ne 
> 6.r® 





—1log z+ay—l 


Sr—ay-A1 


— R’ cosrzlog(x’-+ «’)+ R’sinrz y— 


Werden diese Werthe eingeführt, so findet sich 





‚2 2\lr ’ ’ 
(9.) 2 Fer —T-=(08)" = en. cosrzlog(x’--«’) 











2.1 
(2?’+ a?) sinrzy—1 5 ztayA (1,2%... ra’ tar cosrz 
. ru log 7 SE oIzol 


Auf ähnliche Weise erhält man 
22 x 


ud 


























Werden die Werthe von 














M und N eingeführt, 
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f’ oa vn —] l 1 )( \7 
—T-(0: nn y -— - 02)" 
’ z’+a®:\ 2y—1. ztay x mu 
1 %, BE 
2y—. (log(e--ay-1) — lege — ay-1))(ör) 
-1 pr tr ay—1)” ©(1,2,...r) Ur tay—I)' 
= 00 Mena AN ET Ar Wh 5. en Aue el Me FE 
2y— jrlı log 7a 1) y.’\14rıl 
(x — ay—i)" u u ca, 2)... 7) Hr —ay—i)’ 
hi ri -Jog (ce — ay—1)—-- ZUREDı |: 
Werden die nölhigen Entwicklungen gemacht, so erhält man 
7 ay—1)log(e + ay—1) — (2 — ay-1)log(z -+ay-—1) 
| |  . a‘ a” 
N re) 
NETZE TI or 
a a’ 
(M+Ny-A-—- 4.) 
‚ = 32’ ' SB la’ 
/ j m? HJ var Lay 
— 4(M— N)log(2’--a°)--4(M- N)log ur 


so ergiebt sich 


ar 1 ar 
a nn — aloc(a°-+a”) ie N nalen ze SE 
(10.) / —r7r(02) £ 7 ie (ri —(r),2°’a- rc" a—-) 
; 2’+a u..1.:82.:.3. #8 \ 
1 ztay—1 7 t 
_ log — —. ce — (rt, 2" Hr, 2 tr — 
2 1 y— Fey. 5 Ära (ja ı ) 
I EEE, te a A a Re 
Tor a 7 (re (ra (re ta). 
Ferner erhält man 
rl gg dr 
/ 28 (OF, — 37 IM |(eosr: ‚ sinrsy—l)log(x -- ay—1) 


G(1,2,...7 


\r—1 





54 6 
— (cosrz — sinrzy—1)lo 
EI. >. 


(eosrz--sinrzy—1) 
og k ’ 
g(2— ay—1) 


yy! 





EB: 


und hieraus, wenn die nöthigen Entwicklungen gemacht werden: 


(11.) f 








d . 
re a 


—  (eosr2 — sinrzy—1) | : 





r+1 











— (1? + a?) ( cosrz, atay— _26(,2,...r)!sinnz 
sinrzloe (2=°’- a°)- — oO — —) 
FELL u al RE, Fer DL 
Erwägt man, dafs 

ztaY/1 a ' stay a 

—— log — -arclane — und Ay—1log — — arcetang — 
ayı ’& ey u; »y—1log — ayA # 
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ist. so hat man aus (8 bis 11.) folgende Formen: 


r+-1 
: ad nn f 
Et 
— Od & 
I x’-+a? (vr) 
a 6(1,2,...r)’—!cosrz | 


| 4 cosr2log(a”- a’) — sinrz.arctane — — > — 


x DE 7 
r+1 a 
‚AD p\r+1 
wet 
# Ed 


) 


[ I 








(x”+.a°) 
er 


1 
a?’ 
“ 


FR RE ER ER 
en —T, 2 -s1N 7°% log (x 
u. Ss. W. 


Die Integrale (8 bis 11.) führen immer auf reelle Werthe. Ein ähn- 


u ia FR @ G(1,2,...r)!sinrz 
| d) cosrz3.arc ang = — u ı8 I Ri 


licher Weg führt zur Darstellung von Ö’e"*cosmxw. Es ist nämlich 


emXx 4 I__oe—mxy l 











2 V- —mXxX Fi ® 
cosmr — Le” "te”"/) und sinmr — 1 
cosme -—-sinmey—l — e""Y" und cosme — sinmaey—l — e”“Y". 
also 
ar or k 
—  _ eX cosmr — 1-—— (e"tRF -Ux |. gı-my-Dxy 
(dx) - (Ox)" \ x 


f ! f Aı\Tr 2 Fi . s a or 
— 4n-+my-Ie" "Lin my—I)et"mYD8, 
Wird nun, unter den nämlichen Beziehungen wie oben für e+uy—1. 





(n +my—1)" = R’(coss +sinsy—1) = R’(cosrz +sinrzy —1) 
gesetzt, so erhält man 
-e""COSmr 
(Ox)' 


\ 


Le“ R’[(cosrz + sinrzy—1)e”* de (cosrz — sinrzy—1)e”\Y' 
— 4e"“ R’|(cosrz --sinrzy—1)(cosm.r --- sinmxy—1) 
+ (cosrz —sinrz } —1) (cos ME — sinmx y—1 )] 
— e"“R’ (cosrz cosmz — sinrzsinmz), 
wenn die angezeigten Entwicklungen gemacht werden. Es ist daher 


Ny 
7 


O nx .. ai Yılyr ' & 
(12.) (ame "cosmxz — e"*(n’--m)"cos(rz-- mx). 





Auf ähnliche Weise findet sich 
or 

m (E.r)” 

Für die Integrale dieser Functionen erhält man 


Xu COSME — ıf (er V-1)x 4 er V-1%) (0x2) 


NIX , nx / 
BE e e"* y-i Zr e e" xy -I 


2(n+my—i)’ kn — my) 


e"sinme — e"* (n-+m”sin(rz- mx). 
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Werden die oben angegebenen Gleichungen eingeführt und die Gleichungen 

















7r‚ 1 ___. e0sr2 —sinrz y—I 
(n+my—i)' Br (cosrz+sinrzy—1) Rr u 

l _ = 1 _. eosrz+sinrz y—1 
(n— my—Ii) I (cosrz — sinrzy—i) kr : 


benulzi. so erhält man 














dr uns " eNX ’ 
(14.) / e"" cosmr(or)" = ———c0s(me —r2). 
: (rn + m’): 
Eben so: 

= v7 > i j e" x 4 
(15.) / e"" sinne (0X) = ——- Ssin{me —rz). 
3 e (n rm IE / 

Ferner ist eben so: 
o' or ‚ 
—| 7% rc BE u (-n+mYy -1i)x _| (-n—my -1)x 
ne eosme — ya (e .e ) 


J 


/ \r —nX// } — -V- er mx Fu 
— (1) 4e”*(n+-myI)e”?"- (nn —my-t1)e"*’'). 


Werden die oben angegebenen Werthe eingeführt und die nöthigen Reduclionen 


oemacht. so erhält man 





> Oo .ny i > ) ee 
(16.) ERS, e"*cosme — (1) (n’+ m’) e”*cos(me —rz). 


Ferner erhält man 








N; 
he RX ne u u 1 © (—-n-+m V-1)x (—n—m Y-1)x \ 
Bay ® sınmz == 3,71 (dx \ —e ) 
men Te. re” 1 r „mx y-I ro-mxV-1 
= a ((n— my —1)'e — (n-+-my—1)'e ). 


Auch hier findet sich auf gleiche Weise: 


nn 
r 
( >] 


(O.r) 





- er} sin Be 2 (—1 ) (n’ 5 m’)? e”"*sin (mx — r2). 


(17.) 
Die Integrale findet man auf folgende Weise: 


/ e""cosmre(ör) = 3 / (emtmV Dr nm V-Dr) (pr. 


—NKX IMX y-i —mXY - 
3 | ( fi 4:4 V-1 ). 
2 (1) \In—my—) ' n+my—t)’ 


Werden auch hier die entsprechenden Werthe eingeführt und die nölhigen 











Reductionen gemacht, so ergiebt sich 


e"*% 





(18.) Fj e"*cosmr(0r) —= I m ImR cos (rz me). 
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Ferner ist 


Se sinme(öx) . af ER ir) 

ns emxy-1 e_mxV-1 
ray (n—my—I)r Mag) 
llieraus ergiebt sich durch Einführung der entsprechenden Werthe und nach 
den nöthigen Reduclionen: 














ex 


(19.) / e"*sinme (0X) —= Arm sin(rz-- mx). 





Die Harmonie in den Darstellungen (12 bis 19.) liegt deutlich vor. 
Von den hier entwickelten Differentialen und Integralen hat Zrowville im Journ. 
de l’ec. polyt. T. XIII, p. 156 et 157, 134 et 135 (No. 5, 7. 12, 13, 16 et 17) 
gegeben. 


$. 17. 


Bestimmte Integrale höherer Ordnung und mit gebrochenen Exponenten. 


Auch auf die Darstellung bestömmter Integrale lassen sich die obigen For- 
meln anwenden. Wir wollen Einiges davon hersetzen. Bezeichnet man das 


rte Integral einer Function, zwischen den Grenzen @ und d, durch / fx, so 


ist aus (14. und 5. $. 10.) 














BE. +2 | 
| as q (d.r) q 1 49 
(1.) / - |. 
v1 vxır 
+2 Mr r+2 ee ie 
2) [ "= — Ä 
0,1 17 pays 
Aus (1. und 2.) findet man, in Rücksicht auf (21. $. 26.): 
++ = 2 
S Wr x 9 (OX) "7 Fe 
8) — BEE chen. 
. a +2 aa gr j p 
S rar (dr) "9 sin © 7 
0,1 


Eben so ist aus (11. und 6. $. 10.) 
r+ 2 1 r+ 2 at, . y)r-r—1lg 
(4.) I "— (08) . 77 


’ 
r—1- r 


1, (—1) Ar gr- 


© r 
- HT q +2 19 jal'gr 
(.) yer(öor) ! — 


2 2p 


- cal (d+2p)9 
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Mieraus ist. in Rücksicht auf (21. $. 26.): 


p 














p 
»r- — | p 2 
(b.) / s (dr 7 El u E 
#5 EN) —m (0X) 
0,1 L« . 
_ p(g— pP)" 8 7 
I ZUR a n—?r | | ae 
(1) 197! 9'7%(q+2p)’\o  sın m sc 
Ferner ist aus (18. und 19. $. 16.) 
m\ 
7 sınr (arc lang — 
- NK Gi PR. n 
(€.) eT sinmr (0X) — — 
J (1) (un -Fm?)r 


m 
“ cosr (are tang — 
) dr NOV nn 
( °. ) e cos ME KL) —_ un ' 
N (—1)!(n”+m?)? 








),ı 


Für m ==0 ist aus (8.); wie auch aus (6. $. 15.) folgt: 


je na l 
9. (2) — 
( ) fe (( L) (—1)t 





0. 


Aus der zweiten Gleichung, woraus (19. $. 16.) gefolgert wurde, ist 


2% oe | 1 1 | 
IO. je Kine men (- Y# u 
| & en i (112 y—1 \\n—my—l) (nHmy—l) ) 








Wird das Ate Differential nach » unter dem Integralzeichen »e- 
nommen. so Ist 


Q' 











"X RER f rer \ Ä r A —NX 
u a 
Ik Ar+k—1ji 
- run (—1)*. 
(on) in —my—I)' ‚ 1a — my—i)' sa 
= Bann (—1 ‚A 








r Pllly tm y-ıyıtr 
\Verden diese Werthe in (10.) eingeführt. so erhält man 


1’ Hi—1ll 











[ee sinme(ör) ne = ( Er... ) 
(1 2y—1 1 \n—my—)kt (ntmy—i)kt 


pr+r-jı (vn tmy—I)tr — (an —my—)t 


(ray —i (nm m)ttr 











Hieraus ergiebi sich, nach Ausführung der nöthigen Entwicklungen: 
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‚r 
(11.) f« e”* sinmx (Or) 


0,8 
r+k—1j1 


pre Lmeyrtk (Re 
(12.) fr e”"* sinmx (0x) 
0, ® 


mr kn m’-H(r+k),n m), 





Ar+k-1]j1lg: r \ m 
le Arrk-itgin(r-+Kk)z bez 1 sin (? +k)(arctang -) 
zus (1)? -mt)ieHr N (11 ge mICHD . 








Seizt man k—1 statt k und r—=1, so wird, wie bekannt, 


m 
1-11! sink (arc tang — 
n 








u. . 

: \ & 44-11 sinkz 
13. Je" sin MLOL = — — - 
(38.) (n? + m?)i* (n? + m?)3* 


« 
0 


Für a=0 wird aus (12.) 


AH sin (pr + R)dr 
(—1 y —1 | v—1jl mk+ r 





(14.) fe sinanz (0x) — 

Seizt man k—1 statt k und r—=1, so ergiebt sich, wie bekannt, 
Ye; lisa 2 

(15.) far sinmx (Or) — — hin. 





Aus der zweiten Gleichung, aus welcher (18. $. 16.) gefolgert wurde, ist 


fer cosme (0X) — (— . n- 1 ) 
um (112 \(n—my—I)’ (n+my—i)’ 


0), 











Wird, wie vorhin, das kte Differential nach n eingeführt, so ergiebt sich 














ak —NXx De ee ( 1 ! 1 
f® e cos ME (C 2) a (—1)-!12,. 1-11 (n— m y-i)r ey ee) 
=. Ar+k-1lı (ntLmy_AN Hm —my)r+ 
— Hp (n? + mE)r+K u 


und hieraus 


(16.) See cosmr (Or) 
0,x 


3 


(n*— (rt kn mtr tk,nt tm), 


r+k—-1ll 
et _ 1 r—ili (n? -r m?)*t r 





(17.) fee cosmx (0x) 


4r+4-1llcos(r+Ä) (arc tang =) 


rl (amt 


Ar+kmll cos(r-+K)z 
wen (1)! Pl (nm? + m’)at+h 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLIV, Heft ?, 23 


no 
TE 
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Für m 0 wird hieraus 


na Ar+k-1j1 
) 2 —nxf" ‚\ aim = 
( 18.) fa e (O4 J - 


(Ay Alykr 














VL 

Setzt man hierin = = (bz)’, so wird Oöe = b’gz’"'öz und man erhält 

1 ii Ar+k-1]1 

(1 u Us, ( Vz Ga re 
), / 
u r z a u iz 
Wird hierin pg--qr—r—=malso Ä — 3 und ferner x statt 5 ge- 
setzt. so erhält man 
m-Jr 1lı 
” r 4 n(/ 1 « 1 7 
(20.) EEE (DE) = — 
or 


BR) un jr-1ll, 4 betr q’ 
Diese Gleichung kann auch auf folgende Weise auf eine allgemeinere 
Form gebracht werden. Aus (5. $.15.) ist 


Wialliohent 1 
Et) . 
/ / (—1y!n"(loga)” 


),&% 





Wird hier das Ale Dillferenlial nach » genommen, so ergiebt sich 


a] 


O 





—NX f ANk — NX kr Ä 
— 4° — (-1)"a"*z"(loga)‘. 
(On)* : / Fe) 
o' 1 / 1, dee 
(On nm N F Arlllygr+k ? 


und hieraus, durch Benutzung dieser Werthe: 


dr i 4 Hk—1]l 
21. / TOR : 
( ) r \ (—1y—-14 Ally HA(logayt} 


0.4 





Wird auch hierin = == (bz)? gesetz! und werden die oben zu (19. und 20.) 
gemachten Entwicklungen eingeführt, so ist 


I 


*)* er m — n(bx) . N y 


+37 m-+r 





"= (try u ode (loga) 7 q' 

Die Gleichungen (11. und 12.. 16. und 17., 22.) sind sehr allgemein 
und gelten. wie man leicht sieht, für jedes ganze und gebrochene r und für 
jedes ganze und gebrochene positive und negative A und »2; wobei aber die 
Eigenthümlichkeiten,. mit welchen die Formen überhaupt darstellbare Resultate 
liefern. nicht aulser Acht gelassen werden dürfen. 

Man kann nun mit diesen Gleichungen viele und alle die Anwendungen 
machen. wozu die ersten Integrale dieser Functionen (in $.33. u. ff.) be- 


nutzt wurden. Daraus würden sich sehr mamnichfaltige Entwicklungen ziehen 
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lassen, die wir jedoch, da die Methoden dazu in dem Frühern gezeist wurden. 
nicht weiter verfolgen wollen. 


Nur einiges Wenige soll hier noch stehen. Setzt man m—1 statt m, 
n—b=1,r=1 und a=e, so ist aus (22.), wie bekannt, (11. $. 33.): 





m m 
— 111 —/|1 
| 7 >= 1" 17 
(23.) / ED u a " 
M 1 


U 


Selzt man r —- nn k -E statt 4, so wird #--k==% und man hat aus (11.. 
I2.. 16. und 17.): 
? p 


(24.) & e 


ee sinmr(0x)' 





Ö, y.xP 


p 
ER 2 
u) DE a k—1 / RE Be 
= — (kn m — (k),n” m’ -- k),n m’ — »::) 
— 13 ‘ 2 
17 (n’-+m?)* 





p 








Bun . m 
(—) 41l1gjnk (arctang 
n 
—n m 
— / > 92 
19 (n?’-+-m?)3* 
gr Pp 
(25.) — ee" cosmz(0x)' 
q 
U, y.xP 


p 
1l— — 
BEER. ( kill 
(1) +1 a I a, ” 
— (n! — (k),n” m’ --(k),n' m’ — :»-) 


2,0 2\k 
17 (n’ + m°)* 





pP 
1 £ m 
—) a-ıl cosh(aretang”* ) 
n 





pP 


——1ı, ü 
17 (n?-Hm?y3* 








N. ) 
Für 2 — 1 ist 
7 
dog w 25 
(26.) / — e "sinne (0x) 
s Vx 
0,0 
1-1 y1 _ Z.s 2 ha 
- Ä - kn!" m — (k),n!" m’ -- (kn m:— .-- 
(n+m’)yr er (KR); (iR); ) 


m 
1-1 /—1 sin k (arctang 
n 


era (nm?) ya a 





23 * 

















176 11. Öttinger, zweiter Nachtrag zur Theorie der Facultäten. 


a) I 


0, 





e"*cosmr (0x) 








11/4 : u * 
(n’+m?)kyn (n’ — (k),n"m’--(A),n"m’— .»-) 
1-11 _4cosk (arc tang =) 
u (n’+m’)ikyn 


Wird r-+ > statt r, u statt & gesetzt, so ist aus (11. und 12., 16. und 17.): 


p 


ME g iii PEN a 0 
(28.) ——e"*sinme(Ör) " 
0,2 var 
1’ kill gr a SE ER 
— gg (r-+k)n m — (r+k),nt"m’— ---] 
(1) 7 17 prla(n’+m?)ktr 





ArHkelltyr sin(r+h) (aretang **) 





pP 9 


rt 


2 | f 
1) #« 19 pld(n’-+m’y} tn) 
p 


> rk 2 r+ 2 
(29.) / ——e "cosmrt(or) ° 


0,2 yar 


r+k-1j1 r u a 
an 7 [n”' —rtk,n tt m’--(r-k),n' Amt] 


+2 


(A) 7 419° prlo(n®+m’yr+k 





r+k=1j1 gr Li: m 
1 q cos(r+k)(arctang -) | 





+2 Zu _ r 2 
(1) #419 pr (mn? m?e+H 


Wird aber “ur; statt r und ar statt A, also r—k statt r--k gesetzt. 


so erhält man 





+ .nx in j ‚2 
(30.) / ge = ma (öx) - 


),% xP var 


vie Ä ale ee 
— er (r—k]n m—(r— k),n m’ ++-| 


en 
(—1) 9719  prla(n® tm>yr—k 





. m 
1r—A=1ltgrsin(r —k) (arc lang ”) 
ı 
—— ) ’ 
hr nn 
1) 747° plan? mt)ier—® 
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p 
rt— onx . BE 
e"Xcosmre ,. +7 
(31.) De 
U, ackyar 
Jr—k—1ll gr ; ‚ ö | 
er +2 ' In" — r—k),.n m’ (r—k), nn’ — 
: DK m mm 
(—1) 949 prla (nt m? yr—k 


rk—1ljl rk BER m 
1 q’"cos(r h) (arctang -) | 





TE p pP 


(—1) N ara (nt mepe—r 
Hierdurch eröffnet sich, wie man sieht, ein weites Feld für die Ent- 
wicklung besonderer Fälle, von welchen wir einige andeuten wollen. 
Für n—=0 wird aus (24., 25.) u. Ss. w. 


p 


p 
Rn p u . 
a - —1) 43-11 sin+k.tn 
(32.) I sın mx (0x) = ( — . - . 








q 2_ 
he  yıar 19 MN tk 
p 1-2 
p p 
u gi FR (1) 7 4+k-1M1lcosk. An 
(33) / —— wsme(ör) — : 
0,% y.xP 1 mt 


pP ö . 
. vllt grsin(r+k).4n 


ar. , +k ’ en -+ 
(34.) / IT sinme (dx) 1 


\ 




















7 re ET : 
0),x vr? (—1) q 19 p\m’t 
p 
r+— +% r+k—1l1 gr N‘ 
a. g xt a_,rt= 14-117 cos(r+ k).4r 
(35.) —, —cosme(0r) ! = nn ie m; 
0,% yıxr 1)" u rn pe m" rk 
. . .. ) 0} 
wo r und % selbst wieder gebrochene Zahlen sein können. Ist 2—1, so ist 
q . 
u . 1-1 sink.Any— 
36. sinmrc (Or) — _ 
(36.) ya (02) mkyn L 
1 „tk +k—1 
= x7 1++-1cosk.Any—1 
37) /S -vosme(ör) — ee 
0,% v. mÄyn 


Hier führt ein positives ganzes und gebrochenes k, so wie ein negatives ge- 
brochenes A immer auf darstellbare Werthe. Für + k—=14 wird aus (36. und 37.) 





‘ a, aa ı yv—?2 
(38.) J sinmz(O2) — Im’ 
® i : nn \d yv—2 
(39.) Je mx(0Ox) — Erna 


Wird (11.) durch (16.) und umgekehrt gelheilt, so ergeben sich folgende 
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178 11. 
Relationen: 
7 r 
(40.) fe e"" sinmxe(Ox) — tang(r-k) zfate”"*cos me(Or)". 
I Kr: 
Be r 
] BER" / } x EEE . n ; 
(41.) [x e"*cosmr(Or)” —= cot{r-k) fa e”* sinmre(or)'. 
und 
7 ‚r 
(42.) fa' sinmr(Ox) — tang/r-+k)infztcosme(ör), 
0). 0, 
B r 
(43.) [x cosm&(ör) — col(r- kyiafa' sinmx (O8). 
. vn 


I), 


Seizt man hierin A=0, r=1, so erhält man 
4 


(44.) / sinmr DR == Jeosmx (02); 


0. 
39.) bestätigt. 
sich noch eine dritte Form. Es ist 
(n+my—I)' H— (n— my—I)' 


was die Richtigkeit von (38. und 
Für (11. und 16.) ergiebt 


jr+K-ıjlı 


/ RX na : \r 
2 e SUMMIT OL) = nn } 3 
/ J (—1)’-! 17-11 2 (nm?) 











wu v1 














Eu jr+r—1]1 In +my—iy** — (ın— my— FT 
- (AN 2 (na tmtyth F 2 u 
Quadrirt man und entwickelt, so ergiebt sich: 
(45.) fa’ ee" sinmr(oxX) 
[r+Ak—1]1 /2 TERTR n 
m? _L_ 2\r- 2r-+2k H2km? 
(Hrn: m?)tk Yla m) M — (2er 2k),n r 
+(2r 2), nt... I 


Ferner ist 
f#' ee cosmr (Or) 
0,0 
Jr+k-1j1 k h } 

ä r-| A MER ER \r+ 

(—1) rl. joalı 2(n? + m?) —1) | (n m) 1) |. 
Quadrirt man auch hier und zieht die Wurzel aus, so findet sich, nach 





E77 ( n-—-my— 


den nöthigen Rechnungen: 


‚7 
> » Eu " \ 
(46.) er ee" cosmr (or) 
ie 


jr+r-1]1,/9 


ve“ YK n° 3 m’ \r+k - nr ak rar (ar - 2k). nr 





Ay pl 2 (n? m? \r+ ' 
s N Ik 
+2 am] 
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Auch hier können r, k und n die oben bezeichneten Werthe haben. und es 
lassen sich von diesen Darstellungen ähnliche Anwendungen machen, wie sie 
schon hier und dort gemacht wurden, und wobei die im Frühern schon aus- 
gesprochenen Bemerkungen ihre Geltung behalten. 

Aus (12. und 17.) läfst sich, nach den gehörigen Reductionen, fol- 





” . f ) 
gende besondere Form entwickeln, wenn —% stall - -k und» —-- gesetzl wird: 
BER ET u \ 
p Bu 9) 19 | sin(7 * —I:)(arc lang 5, 
;e sin mr Pa yr 
(47.) gr > u‘ - - war 
" « ach ai —| » l id —1ı, 
0,0 2 17 (a? + m’)’7 
q' sin ( 2 (are lang =) 





PD 


k+ 
(1) 9 m _ pyo(ns + m?)*ı 


. e ” ) r 
und hieraus für n—0. und ferner für 2 — ı, k= 
7 E 








» 
Fr sinm.r E 7 sin \ h on ”)ı 27 
. ( N e Pr er ( 
(48.) de \OX I — / | 
rk \ / 1 nv D R ) 
e ” it — — —h 
Ur; (—1) ] (4— k)*lı m? 
Ban 
> SINE ‚+ 1 
(49.) / (0x? = y-l.y2ın. 
Du 


Auf gleiche Weise erhält man 











PP. Be D / ee Jar tang - ass ) 
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(50.) ox)' 

. ö ER \ 
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B 1 
_ ık 


0,8 N)" 7 en pe (n?- + m?)?7 








. er 
r g  cosmr re 7 0s( A . 
( J 1 .) KL some 





(or) 
eh \ | Ko; 
0), SE +7 (geloghbiaggr 
an 3 cosmr FRE Im 
(52.) / (0X En .— 
« X ’ Fun 
0,% I 
Aus (45. und 46.) wird für r—=1, k — — 1 undn=0: 
Ei ISNML ‚nA. 3 r En 
(93.) er rd I 7 11/2 Jn. x,sinmxe(O — e 


U), 


RR ECOSML ‚-_.., 
(54.) F# —, (62 = }yaa, f Yr.cosme(Or) — 0, 


),ı 


wenn man berücksichtigt, dafs nach (86. Bar Nachtrag) 


B-1-4lı Br | 
—misins ge ( 1 ur — em )=2 1 —EE en 
j.-ıll \2) \ ) y—i 
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ist. Ans (20.) erhält man, nach den gehörigen Reductionen und unter Bei- 
ziehung von (Nr. 86. erster Nachtrag), folgende Ausdrücke: 














r ? » o—nldxX)? / An — vi 
(59.) J yXe.e (0X) Yan? 
" 3 e-rlöx)? _ Yn 
(56.) A nr (0x7) =—— P72 . 
V,x 
:, -bx/Am\t Br. y—i 
(57.) vr en =: 
z 2 e-bx u : 
(58.) / ir. (02) ze iR, 
- pm r . ( Fe 
59. "— er (00) = — ; 
( ) E. vxP (( ) zn, 
BER die an __ 12.3... (m—A)y—1 
(60.) J f Vx e (Or) ae b"yn 


Selzt man in die zweiten Formen von (9. und 11. $. 16.) den Werth von 


a . . e. 
2 == arc lang — und nimmt das Integral zwischen O und , so erhält man 
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( ) ) ‚ x’+0® (0X) 
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C(1,2,...r)—!cosr. ; 
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(2) / rlöert 
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@ . 1 ıı 1 
sum = s logasinr.47 -—-Ancosr .In— 


reiburg im Breisgau, im Mai 1848. 
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Expose de diverses remarques et refllexıons sur 
les moments et d’autres sujets de statıque. 
(Par Mr. Steichen, professeur a lecole militäire de Bruxelles.) 


Remarque l. 
our abreger le langage, je dirai simplement: Une droite de direction 
(1, u, v), lorsque celte droite fail avec trois axes coordonnes reclangles des angles 
dont les cosinus sont designes par les lettres 4, «u, v. En prenant = 6057.c0s 4, 
ve = sinn.005I, v = sin’, on peut se dispenser d’avoir egard a la condilion 


) 


perpetuelle #°-- u --v —= 1, qui alors devient une idenlite. Cela pose, je 


rappellerai un theoreme puremen!t geomelrique, deja £tabli et demontre dans 
mon second memoire de mecanique ralionnelle. Soient (A, u, r), (A, u, vr 
deux direelions donnces, se erossant ou coupant sous un angle yz et soil 
(4, B,C) une lroisieme direction, eroisant chacune des deux premieres sous un 
angle droit, ou normale au plan des deux direclions, dans le cas oü celles-ei 
se coupent: on obliendra loujours les angles des cosinus A,B,C et l’angle y 
qui conslituent seulement Irois inconnues dislinetes par les formules suivantes: 
A.siny uw — vu, B.sinpg —= ri — ir, ÜC.sing u — ul, 
qui donnent d’abord sin par une formule deja connue dans la transformation 
des eoordonnces reclangles; et sinyp etant obtenu, et conserve ensuile dans 
les caleuls, a tilre d’abrevialion. on caleulera les quantites A, BD, C par les 
egaliles precedentes elles-memes. 

On conelut de celles-ei que quand deux droites indefinies qui se eoupent, 
se deplacent d’une maniere queleonque dans leur plan, en conservant toulelois 
une inclinaison mutuelle constante, les combinaison de cosinus ur — rvır. 
va —ıv', hu — ul, velatives a leurs direclions variables rapporlces a des 
axes lixes de comparaison, conservent des valeurs constantes; altendu que la 
quanlite g est invariable par hypolhese, el que la direelion normale au plan 
lixes des droites mobiles reste aussi Ja meme; ce qui fait que les premiers membres 
A.sinp, B.siny, Ü.siny restent constanis, el quil en est parconsequent 
de m&äme des seconds membres des egalites oblenues. ‚En prenant y = W®, 
on retrouve des resultats particuliers. deja connus dans la translormation des 
coordonnces reclangles. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLIV. Heft 3, 24 
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Remarque Il. 

Les formules precedentes auxquelles je suis d’abord parvenu par la 
Iheorie meme des moments de rolalion, el qui resultent aussi des transforma- 
tions indiquces dans le memoire de Villustre Gaw/s sur les surfaces, sont 
susceplibles de diverses appliealions geomelriques el mecaniques, dont nous 
allons indiquer brievement quelques unes, en nous reservant pour le reste 
d’employer ces memes formules comme moyens de simplification dans des 
questions de mecanique fort imporlantes, au fur el a mesure que l’occasion 
s’en presente pour ainsi dire d’elle-m@eme, dans la theorie des moments, dans 
la theorie de la rolalion des corps solides, dans la question reeiproque du 
centre de percussions etc. Proposons nous par exemple d’evaluer la plus courte 
distance entre deux droites dans l’espace, de direclions (a, db, ce), (a, b', c') et 
se croisant sous un angle connu g; elles passent l’une par un point (z,yı?%,) 


et l’aulre par un point (3Y32%,). On a d’abord pour la direction (we, 5, y) de 
cette plus courle distance 7, a la fois normale aux deux droites donnees: 

e.sing —=hbe—be, P.siny — ca — ca, y.sinpy— ab' — ab. 
La droite finie qui joint les deux points donndes, elant projetce parallelement 
a la direclion (e, 5, y), doit donner la plus courte distance cherchde; mais celle 
projeclion tolale ou resultante doit valoır la somme des projeclions des chemins 
partiels 

I, 42,5 YaıYı nr %27—°%:: 

Ainsi l’on obient, pour reprösenter la plus courte distance ./ entre les deux 
droites proposees, la formule symelrique 


be! — he ce" — ca ‚ ab’ — ab 


A —= — (1253 — 1) + —— (9 —Y )- : 
sing © ° )4 sing (Ya Yı)Ä sin p 


(22 —2%}) 

que l’on pourrait employer a la recherche des lignes de courbure d’une surface 
courbe. A partir d’un point donne, el m@me pour &Eclaireir quelques diffieultes 
que presentent ces lignes en de cerlains points exceplionnels. Mais nous ne 
nous y arrelerons pas; car ce sujel est deja indique dans un memoire de Porsson 
et se trouve lucidement trail@ dans l’ouvrage de Mr. Leroy. 


Remargue Il. 
Les formules de la remarque I. pourraient elre employces aussi, et 
sans rien faire perdre au sens mecanique de la question, pour etablir le principe 
fondamental de la theorie des moments de rotation des forces, et celui de la 


composition des moments prineipaux d’un nombre queleonque de forces con- 
eouranles. Il vaul encore la peine de nous arreter a cetle loi de composition 
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qui ressorlira immediatement et dans loute sa generalite du prineipe des for- 


' a" In 


mules eitces. Soient en eflet (a, Pd, y), (ed, P',y'\, (e”, P",y") ... les directions 
des lignes d’aclion des forces parlielles proposces P, P', P", ... qui ont un 
commun point d’application A a un corps rigide,. muni d’un point fixe quel- 
conque (0). En nommant R la resultante des forces, (A, B,C) sa direction. 
on obtient d’apres le princeipe elementaire conn: 

R.A = Pa--Po--P'"a'tetc; R.B = PP-+P%P--P"P"-+ ete.: 

R.C —= Py+P'Yy--P'"y"-.ete. 
Ainsi, (x, y, 2) denotant les coordonnces rectangles du point commun A, 

on deduit de ces Egalites: 

R(Bxz — Ay) = P(Px —eay)-P (Pax — ey) P'(P"w—a"'y)-+ete., 

R(Cy — Ba) 


Poy—Be)+ Piyy—ß2)+ ee: R(A2—-Cn).... 
Il est cvident que l’expression, telle que P(#2— ey), est le moment de la 


| 


u ' 


[force P a tourner le solide autour de l’axe fixe (9x), puisque la composante 
P,, parallele en A a cet axe, ne saurail tourner le solide dans un sens plutöt 
qu’en sens conlraire. Ainsi chacune de ces lrois equations exprime el de- 
montre que le moment de la resultante aulour d'un axe quelconque, est egal 
a Ja somme des moments des composantes aulour du m&me axe. De plus, en 
prenant le rayon vecteur VA=:r, AOz — r,o—4ı, AOy=u, AUz—v, 
on a: 2=—=rcosk, y=rcosu, ?—=rcosv; et les momen!s d’une force telle 
que P, autour des trois axes (Öw, Oy, Oz) censes tour-a-lour fixe, deviennent 
respeclivement: 
P.r(cösy.cosıu — c0s/.cosv), 4H’.r(c0s@.cosv — C08SyY.cosh); 
P.r(cos 9.c08SA — Cc08@.co0S tt), 

ou. plus abrege. en entendant par les lettres adoplees. les cosinus memes 


des angles: 





P.r(yu—Pr\, P.r(av—yı), P.r(ph— au), 
ei les equations precedentes prendront la forme: 
R.r(Bi.— Av) = P.r(PR — ou) P'.r(Pa — au) -- etc. 


' 


Designons par (), w,v') la direction de la normale en O0 au plan 
prineipal de la resultante, c’est-a-dire au plan determine par le point lixe (O) 
et par la ligne d’aclion AR de cette force; et soient ON, 0X, 0X”... 
les perpendiculaires en ce point aux plans principaux (0, A, P). (0, A, P'), 
(0, A, P").... En nommant encore y l’angle compris entre A, r, on Irans- 


forme les resultats obtenus, et d’apres le principe etabli, en ces autres relations: 
24* 
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Rr.sing.v' —= Pr.sin(P', r).cos 'NOz)-- P'r.sin(P', r).cos (N'Oz)-! e 

Rr.sing .2' — Pr.sin(P', r).cos(NO.r) -'- P'r.sin(P', r).cos(N’Ox) Lo. 

Rr.sing ..u' = Pr.sin(P', r).cos(NOy)--P'r.sin P', r).cos (N’Oy)-t en. 
Faisant les carres el ajoulant membre-a-membre, on a: 
för .sin’g = IP’r.sin(P, r)+28Pr.sin(P, r)P'r.sin(P',r).cos(NON’) 
et comme v.sing, r.sn(P, r), r.sin(P', r\... sont les perpendiculaires abaissees 
du point fixe sur les lignes des forces R, P, P', ... respectivement, la formule 
demontre. que le curre du moment principal de la resultante de diverses 
forces concourantes, est egal a la somme des carres des moments prin- 
cipau.z composanls, augmentee de la double somme des produits de ceux- 
ei, pris deue-a-deux, et par le cosinus de Tangle des deux axes ou 
plans principaux correspondants. 

C'est ce prineipe general de composition qui repond Aa Ja composition 
generale des forces, resumce par la formule K— FP’-{-28PP'cos(P, P'): 
a laquelle il faut ajouter toutefois que la rösultante d’un nombre quelconque 
des forces concouranles agit suivant la ligne droite qui joint leur commun 
point d’applicalion au cenlre des moyennes distances des extr@mites de toutes 
les forces; et quelle vaut celte droile antant de fois qu’il est marque par le 
nombre de forces partielle. Ce dernier theoreme dü a Mr. Chasles, est la 
vraie gencralisalion du parallelogramme des forces. Mais cette loi de compo- 
sition des moments. que jai eru ulile aussi de d@montrer dans mon second 
memoire d’apres des consideralions dynamiques, ne subsisie que pour les forces 
eoncouranles, et pour les moments prineipaux des forces. On peut comparer 
aussi la demonstraltion pr&eeedente a la demonstralion plus geomelrique exposce 
dans le trail& de mecanique de Mr. Gaubert; ouvrage &labore d’apres les 


lecons de Mr. Cauchy. 


Remarque W. 

Le theoreme fondamental de l’excellent memoire de Mr. Schweins 
vevient ä dire que la quanlil& «.cos(AOR).R, dans laquelle u exprime le 
moment principal en (0) d’un systeme de forces, tandis que OA est l’axe prin- 
eipal en ce point, el OR la direction de la resultante de transport, conserve 
une valeur conslante, independanle de la position du centre ou de l’origine (0) 
el de la direclion des axes rectangles de comparaison en ce point; et comme 
pour des forces donnees la quanlite A est d’elle-meme invariable, l’enonce 


preeedent revient a dire que le moment total de plusieurs forces aulour d’un 
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axe quelconque, parallele a leur resultante de transport, est le meme pour 
tous les axes de ce genre; et tel est aussi le theoreme qui se lrouve de- 
montre dans le ($.1.) 3°" partie de mon essars sur le centre de forces. En 
outre, le moment prineipal ainsi eslime «.cos AQAR), est egal au plus petit de 
tous les momen!s prineipaux. En envisageant ensuile ce theoreme, ou plutot 
l’equation NA -- MY-- LZ = consl. — AK, directement elablie par lauteur 
cite, du simple point de vue analylique, on peut alfırmer quelle exprime un 
fait analogue a la condition d’une resultante elleclive; et ce fail est plus ge- 
neral dans un sens, et plus restreint dans un aulre. Car dans Uhypothese d’une 
force unique elfeclive, la fonetion A devient nulle et conserve celle valeur 
nulle pour tous les systemes de forces, reductibles chacun a une force unique. 
Au contlraire, la quantitl& A, qui est plus grande ou plus pelite que zero, doil 
varıer en gencral d’un systeme de forces a un aulre, quand celle reduction 


a une force unique n’a plus lieu. 


kRemarque W. 


Dans les dernieres lienes de mon memoire du centre de forces, jai 
indiqu& une espece de construction geomelrique de chaque couple de lorces. 
equivalent a un systeme de forces donndes. Depnis lors jai trouve une aulre 
solution g@eomelrique qui me parait plus salisfaisanle, parcequelle n’emprunte 
rien a des @qualions de condilion analyliques: elle repose sur une Iranslor- 
malion aussi simple qu’ingenieuse, elablie par Mr. Poncelet dans sa mecanique 
industrielle, savoir: Quel que soil le syst&me donne de forces P, P', P”,..., on peul 
toujours choisir trois points queleonques de l’espace, 3, C, D, invariablemen! 
lies entr’eux el au systeme rigide, joindre les points d’applieation A, A’, A",... 
des forces a chacun de ces trois sommels 3, Ü, D, et substituer ü chaque 





force P ses trois composanles suivant les arctes AB, AU, AD du tätraödre 
ABCD pour la force P, et de meme pour P', P",.... Il est vrai que la 
ligne d’aclion de la force P peut laisser d’un meme cöle de l’espace len- 
semble des trois aretes correspondantes; mais des lors il faut decomposer la 
force P suivant l’une de ces ardles et suivanl les prolongemenis des deux 
aultres. De celte facon on reduira d’abord toutes les forces donnces, a trois groupes 
de forces qui se coupent en un meme sommel 3 pour le premier groupe, au 


sommet C pour le second, el au sommet D pour le troisieme. Soient 8, T', Ules re- 
sultantes respectives (PI.II. Fig. 1) des groupes en B,C,D. Le systeme (8, T, U 
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est done equivalent au systeme primilif de forces. Cela pose: suivant la ligne 
d’action DU de la force U en D je puis mener un plan (UDr) parallele ä 
la liene BS de la force S en B, et un second plan (UDo) parallele ä la 
lione CT de la force 7’ en EC; ensuite je mene suivant SB un plan (8, 8’) 
parallele au plan (UDr), et suivant ZU un plan (T', T’) parallele au plan (U’Do). 
l,a ligne d’interseclion (ZA) des deux plans (S, S’; 7‘, T"’) ainsi construits, 
sera une parallele a la ligne d’action DU de la force U en D; et elle per- 
cera le plan du triangle BUD quelque part en un point A. De plus, HK, DU 
[ormeront un seul et meme plan; la force 8 doit rencontrer l’intersection AH 
uelque part, et dans le plan meme BKH; et la force 7f' doit rencontrer cette 
meme ligne considere comme appartenant au plan CA. Prenons sur AH 
un point quelconque N, et decomposons 8 en deux, l’une 8’ suivant BA et 





laquelle agira de A vers B ou de B vers K, et l’autre suivant BN ou NB. 
De meme la force 7 peut se remplacer par ses deux composantes, l’une 7" 
suivant la liene (+ÜK) et l’autre suivant la liene (+ UN). De meme encore la 
troisieme force Ü’ peut-elre remplac6e par ses composantes suivanles IN et ÄD 
prolonges. Nous avons ainsi deux groupes de composanles: les unes (8’, 7’, U’) 
concourent au sommet A et dans le plan meme du triangle: les autres con- 
courent au sommet (N) de la droite AH. Le premier groupe est @videmment 
reduclible a une force unique AR,. passant par le point AK et agissant dans 
le plan du triangle BUÜD, et le second est reductible a une force unique BR, 
passant par le sommel (A) et croisant generalement dans l’espace la ligne 
de R,: car cette seconde resultante ne passe pas necessairement suivant la 
droite d’interseclion NA. Pour avoir un 2", 3°, 4°“... couple de forces, 
on peut d’abord conserver les trois points arbitraires choisis 3, C, D, et se 
borner a choisir le point N sur la droite AH plus loin ou plus proche du 
point A. Pour avoir une seconde suite de couples de forces, on peut choisir un 
autre plan triangulaire, et ainsi de suite indefiniment. Faisons remarquer que 
cette translormation demontre en meme temps immediatement la reductibilite 
d’un systeme quelconque de forces a deux autres forces. On pourrait l’em- 
plover aussi d’une manicre fort simple pour rechercher les conditions d’equilibre 
d’un sysieme rigide. C’est ce que Mr. G@aubert a fait dans son ouvrage, mais 


sans eiter la nole et louvrage de Mr. Poncelet. (Voir la mecanique in- 
dustrielle de Poneelet. T. Il. p. 107. edition Liege 1339. Ganbert, traitö de 
mecanique. Paris 1841). 
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Remarque. VI. 


Dans les ($.13. et 14.) du mömoire cite, Mr. Schweiens resout la question 


et la position (P, 9) d’un axe ou 


\ 


suivante: Etant donnees la direction (ey) 
d’une droite (d), on demande de determiner, si c’est possible, un point (z,y,2. 
de cet axe pour lequel l’axe (d) soit lui-möme l’axe du moment prineipal en 
ce point, d’un systeme donne de forces. Nous croyons devoir reprendre Ia 
solution de celle question, dans le but d’obtenir les equations de condition que 
fournit le probleme, en fonetion des donnees immediates, savoir A, F, Z, 
N, M,L, de la direction (@, , y), et des constantes (p, g) qui fixent la 
position de la droite (d)*). Les equalions de celles-ci sont: 

(d) oay—Pz =p, az —yı =, 
et elles donnent: 

(1) ey —Pr, =Pp, u, —YL, —=41; 

Si l!’on designe par N,, M,, L, les sommes des momenis des forces 
aulour de trois axes en (&,, Yo, 3.) respeclivement paralleles aux axes coor- 
donnes (Or, Oy, Oz), nous avons d’apres l’auteur eile, sauf une permulation 
de lellres: 

N—N—Y2,—Zy; M—-M—=Zu—Axr:; „,—-L= Ay—Yı,. 
Mais 7% designant toujours la r@sultante de transport, on a d’apres le theoreme 
rappele dans la remarque IV., pour la determination du moment prineipal W 
au point (us Yo, 2), lequalion de condition suivante: 

N, —= K:Rcos(R,d) — K:(oeX-+PBY-+,Z) = K:R;; 

R’ denotant pour abreger la projeclion de la resultante de transport sur la 
droite donnee (d). Cela donne par le prineipe fondamental des moments: 

N = Rh = ek: RB; = PK:R, „= yK:K. 

Par la les equations en N&,— N deviennent: 
Yz, — ur — N; Zu- BER... —M; 5 AORRE, /OBR nr Mi 


[Ü er a 
Si l’on tire des deux dernieres les valeurs de y,,, %&,, pour les substituer 
dans la premiere, on retrouve la valeur meme de A; comme cela doit arriver. 


„) I suffira d’employer 


Ainsi dans la determination ulterieure des quanlites (2,Yy,2 
les deux dernieres @qualions en combinaison des @qualions (1.). Or Felimi- 
nation entre ces qualre @qualions distinctes pour {rois inconnues. conduit d’abord 





*) Mr. Schweins adopte ici les nolations plus symötriques A, B, C, L, M, N. 
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a lequation de condition suivante: 








eaY— BA pRA—ayk-+ael’.L 
al—;X qRA+aeyh—ak'. MM’ 


laquelle devienl, dans son cetat le plus general, apres la suppression d’un 
facleur commun X qui n’est pas nul en gencral: 
EN Dr | ’ 4:8 ‚ IV F > 
(Ü)  —K+-ERGeN- PMAYyL+geY— PA) —pleZ—yA) = 0. 
C'est celle equalion qui correspond a l’öqualion de condilion (28.) ou (29.) 


de lauteur eile. Faisons observer que l’on ne troublera en rien Ja generalite 
des conelusions a elablir, en prenant y—=0. 49=0; car cela n’assigne pas 


une position parlieuliere a la droite (d); puisque, quelle que soil celte posilion, 
on peut loujours placer l’origine des coordonnces en un point quelconque 
desiene de (d). En prenant les choses de ce point de vue, on a plus simple- 
ment K— KlaN- 3M--„I)—=0, ou bien: 

(U) K—aX-+PY-+y,Z)aN-PM-yL) = 0. 

On peut remarquer que (eaN--9M-yL) est le moment total des forces 
antour de la droite (d), de meme que eA-- PY--yZ estla somme de leurs pro- 
jeclions orlhogonales sur celle droite. Si les forces n’admeltent pas de re- 
sultante effeelive, et que la droilte (d) soit situee dans le plan principal relatif 
a lorigine, ou a Fun queleonque de ses points, ce moment devient nul de 
Ini-meme. et (C’.) amene le rösultal absurde A —0. De la resulte la con- 
elusion deja elablie par Mr. Sehmerns; mais a cela on peut ajouler que si 
les forces admeltent une resultanle elleclive dans celie hypolhese de position 
et de direction de (d). V’equalion (C.) est satisfaite idenliquement, quelle que 
soil d’ailleurs la direction de (d) dans le plan prineipal en (0). Cette eirconstance 
est evidente d’un autre cöle, puisque le moment total des forces, ou iei celui 
de leur resultante effective, A tourner le systeme aulour d’un axe quelconque 
situe dans un plan prineipal quelconque, est evidemment nul; car eu egard a notre 
premier memoire, la resultanle est loujours dans ce plan meme; et soit qu’elle 
coupe l’axe /d), soit quelle lui soit parallele, elle a une Energie de rotalion nulle. 
L’analyse de la question reproduit aussi cette eirconstance. puisqu’elle donne 
N, —0, M,—=0, L,= 0 pour A=0. En general, U’bypothese de A—=0 
reduit (C.) a la condilion: 

(eX-+3Y-+y2)\(eX+PM--z,L) =d0, 


ou bien aeA- aY--„Z—=0 (car l’egalile a zero de l’autre facleur ramene 


a ce qui vient d’elre expose). On voil par la que si les forces admellent une 


vesultante. toule droile (d) admeltra seulement. un centre prineipal, si elle 
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croise a angle droit la direction de celte resultante; car pour une telle direction 
seulement on peut avoir eX--AY-yZ=0. Mais si les forces donnees 
n’admettent pas de resultante effective, on ne saurait plus trouver aucune 
droite normale a la rösultante de transport qui satisfasse a la condition preserite: 
puisque toute direction de ce genre, donnant eK --9Y--74=0, reduirait 
la condition (C’.) au resultat absurde A = 0. Supposons en troisicme lieu 
que la droite (d) soit parallele a la resultante de transport. Des lors l’equa- 
tion (C’.) devient identique, car elle revient ania A—AK—0. Mais il 
faut encore examiner le lieu du point cherche sur la droite (d). Or on trouve 
d’abord pour determiner les valeurs generales de ©,, Yu, 2, les formules: 
«R'L—ayK-+pAXR' N 
pn Te L), 





7 u: +. 47 I [M 
Z PK 
= rn ZN): 
et celles-ci donnent dans l’hypothese admise, 21, —=%, y,„=»x, elc. 


Ainsi, sur une droite quelconque, parallele a la resultante de transport. 
on ne saurait plus trouver aucun point a distance finie qui puisse dire con- 
sidereE comme centre principal de cette droite möme. Neanmoins si l’on avait 
en meme temps «RL 





ayK--pA.R=—0, les quanliles ©, yo, 2, deviendraient &. 
et eu egard a la valeur de p, resultant de cette nouvelle supposilion. on 
reproduirait par la les equalions suivantes: 

oRky — PRx, —= Zr —L, .... (OR) 

qui caraclerisent l’axe du moindre moment principal, ou la ligne des equations que 
nous avons dejä notes par (OA) dans notre premier m&moire (3""" partie $.1.). 
Du reste, les resultats de cette troisieme supposilion etaient @videnis d’avance. 
et en vertu du thcoreme fondamental, rappele dans la Bemarque IV. 

Si dans les deux dernieres des trois @qualions pr&cedentes, qui subsistent 
pour le cas le plus general, je substituais la valeur de x, fournie par la premiere. 
jaurais les coordonnees (X, Y,, %,) du centre place sur une droite («y,p, 4). 
Si on eliminait ensuite de nouveau la quanlite p, on reltrouverait manifeste- 


ment les deux memes equalions y, — + eic., = 20 — ele. qui 

conviennent a une ligne droite parallele a la resultante de transport. Ainsi le 

lieu des centres d’une serie de droites paralleles, de direction (e, ß,y) et 

soumises, quant aux quanlites (pP, g) qui en fixent la position, ä la condition (C.), 

est une ligne droite parallele a la resultante ou a l’axe (O’'R’). Il est evident 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLIV. Heft 3. 25 
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par la que la condition (C.), considöree comme ayant lieu entre les deux 
quantites (p,g), doit exprimer que toutes les droites paralleles («/7) sont dans 
un m&me plan. Ü’est ce qu’on peut en effet verifier, en remarquant que les 
equalions de l’une quelconque de ces droites sont ey — Br —=p, ax —yx—y; 
et en substituant ces valeurs de p, g dans (C.), on trouve: 


(pA—yYY) 


/ r(y= 








X—aZ)y+aY—_pX)e — — — NtPMtrl 


ak a 
c’esi-a-dire une equation lineaire entre les coordonnees courantes de l’une 
queleonque de ces droites; et l’on voit que ce plan est lui-meme parallele 
a l’axe de transport (O’'R’). Ainsi, ayant un plan quelconque parallele a la 
resultante de transport d’un systeme de forces, et tragant dans ce plan une 
serie illimitee de droites paralleles, le lieu de leurs centres est la droite m&me 
du plan, parallele a cette resultante. Si l’on se donne la direction (w, /, 7) 
entre des limites convenables, que nous assignerons plus loin, la direction 
et la position du plan en resulteront. En effet, soit (A, u, v) la normale au plan. 
et p, la longueur de cette direction. entre l’origine et le plan: nous aurons 
d’apres le theoreme de la Remarque I: 


’ ‚Z Y N no; Y,+HX 
(D.) sing a=(P- 5-77): sinp.u=y: RM inpv—u=—P7: 





(p designe l’angle entre la direction donnee et celle de (O'B’). Ces equations 
donnent A, u,v par a, , y, R,A, Y, Z, et par g, si toutefois on veut prendre 
comme donnee immediate; et reciproquement elles feront connaitre «, P, 7 
par A, Y, Z, A, u,». 

Dans tout cas on peut meltre l’quation du plan sous la forme 








EREN K «N AM-+yL 
eTyIw = eRRKRsing ceksng ° 

d’ou resulte: 
RER «aN-+AM-+yL 
Te 


Mais si le plan est connu, ce qui suppose (A, u, v, p,) des donndes imme- 
diates de la question, la quantile sin p ne “ei En etre prise que comme abre- 


viation analytique de sa valeur sin vv. [(e-= I Y-r) Herz) +ete.] 


Les equations (D.) fourniront «, 9, y; et Boa (E.) sera l’equation de con- 
dition ä laquelle il faut soumettre constamment la direction cherchee («, , y), 
pour la rendre possible, 
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Remarque VI. 


Dans les paragraphes (17, 18) de son memoire, Mr. Schwerns demontre 
que si des plans principaux d’un m&me systeme des forces se coupent suivant 
une droite (d), de direction («Py), le lieu des centres correspondants est une 
autre droite (d’), de direction («', P',y'); et que le lieu des centres des plans 
principaux, se coupant suivant la droite (d’), est la premiere droite (d) elle meme: 
de sorte que les deux droites (d, d’) sont dans une dependance mutuelle et 
parfaitement reciproque. Je crois rendre assez exactement l’id&e de MMrs. 
Moebius et Schweins, en nommant les lienes de ce genre des droites reci- 
proques (Gegenlinien). Je vais essayer de donner la construclion g&ometrique 
d’une droite (d’), reciproque d’une droite (d),. donnde de position et de 
direction. Ä cet eflet soit ey —=Pxr-+p, ez—=yr-+yg... (d) la ligne donnee. 
En operant d’apres la methode m&eme de l’auteur cite, on trouve pour (d', 





la droite d’interseclion des deux plans suivanls: 


v u ; Y u .»ı. Z AN... @aN + AM-+yL 
(F) (3-07 3, - (var g)ater-r N fr +7 i 
(@) (pA+MD2+(4Y—pZ-N)a,--(M—4X)y, = pM--qgL. 


Or en placant l’origine des coordonnees en un point quelconque de 





(d) meme, on ap=0, 49=0; et l’on voit que l’equation du second plan 
devient celle du plan prineipal meme, relatif a celte origine prise comme centre 
de moments. De plus, on s’appercoit aussi aisement par l’equation (F') que 
le premier plan est a la fois parallele a la droite (d) («, 5, y) et a la resultante 
de transport de direction (A:R, Y:R, Z:R); et que la longeur de la per- 
pendiculaire abaissece de l’origine (0) prise sur (d) a ce premier plan (F). 
vaul le second membre, divise par sin(R,d)— siny, ou qu’elle equivaut a: 
(«N +PM-yI):Rsing. 

En dernier lieu on peut faire observer que l’expressiin eN + PM-+yL 
ou M, pour abreger, est le moment total de toutes les forces par rapport a 
la droite (d). De la resulte la construction suivante de (d’), ligne d’interseclion 
des plans (#', @). Par un point quelconque (0) de (d) je mene une droite (OR) 
parallele a la resultante de transport; je forme ainsi un plan (dOR) parallele 
a(#"). Sur ce plan j’eleve une perpendiculaire ın = M:Rsiny; par l’extre- 
mite de p, ainsi liree, je mene un plan parallele a celui (R0d); ce sera le 
plan (F'): je construis enfin en (0) le plan du moment principal des forces, 
ou le plan (@). La ligne d’intersection des deux plans ainsi construits, donnera 
en position et en direction la droite (d’) ou (@', P', y',p', g). Si l’on repete 
25 * 
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la m&eme construction pour un second point (9,) de (d), puis pour un troiseme: 
comme la distance normale 9, doit rester Ja m&me en valeur et en direction, 
on voil que tous les plans prineipaux relatifs aux autres successifs (0, O,, O,,...., 
choisis sur (d). doivent se couper muluellement et le plan fixe (#”) suivant une 
meme ligne droite (d’). Il s’ensuit de la que l’on peut m@me se passer du plan (F). 
dans la construclion de celle droite; et que tout revient a construire les deux 
plans prineipaux relalifs a deux points quelconques de la droite donnee; qu’en 
outre cette droite, d’abord comme ligne d’inierseclion d’une suite de plans 
prineipaux, auquel repond le lieu lincaire de centre (d’), est a son tour le 
lieu des centres d’une suite de plans prineipaux se coupant suivant la droite (d’,. 
Celle construclion m&me fait done ressorlir la parfaite reciprocite des deux 
droites (d, d'),, Ajoutons a cela que la quantite gcometrique P, = M: Asiny 
a une significatlion immediale; elle exprime la plus courle distance entre les 
deux droites dont-il s’agil. 


Remarque Vll. Suite. 


v 


Pour obtenir les elements («', 3’, y, p', g’) relatifs a (d’), par voie 
d’analyse, on peut proc@der de la maniere suivante. (A, ı, ») @lant la direction 
de la normale p, au plan fixe (F’), nous avons: 

Ä 





v sing nn P- ee 
a Y ‚zZ 
(OH) Asıny = a N 
. Z X 
usıngp == 0- = 77: 


formules qui font connailre (v, A, «) et dans lesquelles on peut prendre 
sing—sin(dOR) comme donnee immediate ou comme simple abreviation 
d’une significalion geometrique immediate. 

Nommons  l’angle compris entre l’axe prineipal OA en (O) et entre 
la normale p, de direction (4, u, v): AOp, — vw. En remarquant que la droite (d’) 
est a la fois normale a p, et ä laxe (OA), et designant par W le momen! 
principal des forces autour de OA, ce qui revient a prendre N°’-- M-- ZW. 
pour abröger, nous obtiendrons, toujours en vertu du theoreme de la Remarque 1.: 
AM—uN 


uL—vM ” vN—ıL 
R 


sin u" — ,„ sinywy' = 


. Fz 
(1)  sinwe': Sin en 











d’ou 


Rsin’y — (uL—vM}-4@N— AL) 4M— uN). 
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Reste a lrouver («', 5’, y') en fonction des donnees immediates @, P, y,..... 
Or on deduit aisement des &quations (H.): 

uL— vM—=(eK— MX): Rsiny; N —iL=(PK—MY):Rsing, ..... 
ce qui donne par substitution dans (4.): 

(K) «—=(aK MA): RsinyXsinvy; "= (PR—MY):RsinyNXsinw: 
y = (yK -- MZ): RNsin ysini, 


’ 


d’ou: 
Rsin’gWsn’vy = KH RM — 2 K(eX-+PY--yZ2). 

Pour achever la solution analytique du probleme, il faut Irouver encore 
les elements lincaires qui determinent la position de (d’). Or l’origine etant 
par hypothese choisie sur (d), les @quations (F', @) deviennent, eu egard aux 
condilions (7) et aux abreviations admises: 

2, -uy, +r2, = M:Rsinpy; Nr,- My,—+Lz, = 0; 
et comme la droite «y, = P'r,--p, «z,—=y'r--g'...(d’), doit se irouver 
situee dans chacun de ces plans, il en resulte les equations de condition nou- 
velles, (car on neglige celles qui sont deja etablies): 
up vg = «M:Rsiny, Myp-- Ly = 0, 
d’ou: 

pP =! ML:Rsinp(uL -—- vM), d = -— U! MM:Rsiny(uL—vM). 

ou bien 


(K)) pP = «ML:(ceK— MA), 4 —= -— !MM:(eK— MA). 


Remarque IX. Suite. 


La solution de la question generale &etant ainsi etablie, examinons le 
cas parliculier remarquable oü le systeme de forces admet une resultante 
effective, et pour lequel la question pourrait au premier abord paraitre illusoire. 
Comme alors la quantite AK=0, on obtiendra par les fourmules trouvees: 


a = —Ä:R; =—FY:k; y—= —Zik; pp = —«dL:X—=L:R, 
car la seconde equation (K.) donne RsinyNsiny— RM pour K—=0; ei 
comme la valeur generale de "= — MM eK — MA) peut-eire mise 
aussi sous la forme != — MM: PK— MY), elle devient presentement 
gy=—M:R. Il s’ensuit de la que dans ce cas la droite (d’) devient in- 


dependante de (d) et quelle reste la möme quelle que soit cette derniere. 
Les equations en seront: 

Yc—-Ay=L, Ax—-Zr—=M, 
et celles-ci caracterisent la ligne d’aclion meme de la resultante effective. 
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Ainsi: quand le systeme de forces admet une telle force unique, on peut dire 
que la ligne d’action de celle-ci est le lieu des centres de moments de tous les 
plans prineipaux imaginables, et qu’elle est en m&me temps la ligne d’inter- 
seclion des plans prineipaux relatifs a tous les points de l’espace, pris tour- 
ä-tour comme centres de moments. Aufrement dit: Dans le cas d’une re- 
sultante effective, la ligne d’action de celle-ci et toute autre droite arbitraire 
de l’espace forment loujours deux droites conjugees ou reciproques. Or ce 
fait fondamental se trouve deja etabli, dans un sens different, dans notre me- 
moire sur le centre de forces. 


Remarque. X. 


Nous ne nous arreterons pas aux consequences qui resultent des for- 
mules precedentes et qui se trouvent deja etablies lucidement dans le me- 
moire de Mr. Schweins ($.19, 20, 21, 22, 23 et 24). Il est n&anmoins un 
point sur lequel nous eroyons devoir insister de notre cöte. La reciproque (d') 
d’une droite (d), se trouvant placece dans tous les plans prineipaux relatifs 
aux divers points de (d), consideres comme centres, il s’ensuit que (d') est 
egalement dans le plan prineipal relatif au centre prineipal. Donc toutes les 
fois que (d) admet un centre prineipal, sa reciproque (d’) doit la croiser ä 
angle droit. Ä l’inverse la droite (d) doit se trouver dans tous les plans prin- 
cipaux relatifs aux differents points de (d’). Puisque donc (d) croise (d') ä 
angle droit dans ’hypothese de l’existence d’un centre sur (d), il faut dans 
cette m&me hyvpothese que l’un de ces plans soit normal a (d’), partant que 
ce!te ligne (d’) admeite un centre principal. De la l’origine de ce qu’on pourrait 
nommer des cenfres reciproques pour le cas de deux droites reciproques 
orthogonales. Les formules &tablies donnent pour le cas general la valeur de 
cos(d’, d) par l’equation suivante: 

K—WMakh+PY-+7Z) 

Fi Nsingpsinw 
En faisant dans celle-ci les hypothöses convenables sur la direction de (d), on 
peut encore une fois relrouver des proprietes deja connues, et notamment 
celle de la remarque IX. Ensuile on voit que la droite (d’) croise en general 
sa reeiproque (d) sous un angle droit, si l’on a cos (d', d)— 0, partant: 
(L) K-MaX-+BY-+,Z) = 0; 

et cette equalion de condition est absolument la m&me que celle (@’) de la 
Remargue Vi. Ainsi. toute droite seulement qui admet un centre principal, 


cos(d' d) —= 
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el qui ne saurait par consequent &tre ni normale ni parallele a la resultante 
de transport, admet une droite r&eciproque orthogonale. 


RemarqueÄl. 

L’identite de l’equation (L.) avec celle (C’.) etant constatee, et la 
double signification geometrique en elant reconnue par le rapprochement des 
Remarques (VI et X), il s’agit de montrer par une espece de construction 
geometrique, toute celle infinele relative de lignes droites, admettant chacune 
un autre principal, ou ce qui revient au meme, une droite r&eeiproque, d’une 
direction orthogonale a la direction primilive; el surtout il s’agit d’assigner 
les limites exir&mes entre lesquelles se trouvent comprises de telles droites 
pour un ensemble de forces, bien defini. L’origine (0) des coordonnees 
rectangles elant placce en un point designe de la droite (d), rien n’empeche 
de choisir en ce point (O) un axe des abseisses 0x, parallele a la resyltante 
de transport; ce qui donne YF==0, Z=0: 2°. on pourra aussi diriger le 
plan des (yx) autour de cet axe Ox, d’apres la condition qu’il renferme 
l’axe principal (OA) des forces en ce point. De la resulte la nouvelle simpli- 
fication L==0. Les choses etant ainsi disposees, la condition (C’.) ou (L.) 
deviendra, en remetlant pour M la valeur eN-- 5M--yL, ou ici «N + PM: 

K—c«X(«N-+PBM) = 0, 
ou bien, a cause dd A=R, et d K=NA-MY-LZ= NX: 
N = «N-opM. 

Nommons n l’angle compris entre l’axe Or ou OR et la projection 
sur le plan («Oy) ou («0A) de la droite (d) qui est d’abord censee donnee: 
+ Tinclinaison de (d) sur ce m&me plan. Nous pouvons donc remplacer «, £ 
par leurs valeurs en 7,9, savoir: @ = c087.c05s%, P==sinn.cos$. Pour 
exprimer «, 5 en fonclion de lang, tang ‘9 seulement, on abregera encore l’ecri- 
ture des formules, en prenant tangn=n', tang9= 3"; et l’on obtiendra ainsi 


e—= 1:Y1-+7®?).Yy1+9°), A=H:ydt+n®).yAaH+9®), 


En reportant ces valeurs dans la condition simplifice, et posant en oulre In, 


> 
N 
on l’obtient sous cette autre forme: 
9 — + Yo m—n))) 
—  vA-+n’) 
On voit que pour avoir des valeurs reelles de 9, 9, il faut prendre n ou 
de maniere a avoir constamment une valeur positive de 7'(m—n'); on devra 
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faire par consequent: 
n"(m—n) = € 


\ 


s 
e' designant une quantil@ encore indeterminee dont il faut reconnaitre les li- 
mites: on obtient ainsi: 


(M) 7 =mtym—4E),, 9 — teiyil-4n”) 


/ * 


On en conclut que les limites exträmes de l’indeterminee e sont (+4m), par- 
tant que l’on peut faire varier & depuis zero j’usqu’a chacune de ces limites. 
Cela demontre que la multiplieite des droites, admeltant un centre, est d’autant 


plus elevee que le rapport »n est plus considerable. Les valeurs correspon- 
dantes de 7, 9 sont: 


' 


—=0, „un, I 0 en u, 








y —ıim,V = +- our & — Im 
. BR — y(4--m’) p BIO 
! af BEER m 
7 - Im, I — our & — — Im. 
u _ äi- + y (4-+ m?) P - 


Wn general, en attribuant a e deux valeurs numeriques egales, mais 
de signes contraires, on obtient a chaque fois le meme systeme de valeurs 
pour (7, 9), seulement dans un ordre different pour (9). Ainsi l’on peut se 
dispenser de faire varier e n@galivement, et admeltre parconsöquent comme 
limites O et 4m pour le cas de »n posilif, ou O et — 4m pour le cas de m 
negatif. Cela revient encore a faire varier seulement & entre O et 4m, quel que 
soit an, positif ou negatif. Cela pose, les equations (M.), donnant pour % deux 
valeurs @gales et conlraires pour un m&me »/, et deux valeurs differentes de 
meme signe pour 7’, lorsqu’on altribue a & une valeur quelconque comprise 
entre OÖ et 4m: il s’ensuit qu’il y a pour chaque & bien choisi, quatre solutions 
differentes, ou quatre droites parlant de la m&me origine: deux de ces droites 
ont des inclinaisons egales et contraires sur le plan forme par l’axe principal 
en ce point et par la direction de la resultante de transport, et se trouvent 
de plus dans un m&eme plan normal en ce point au plan ainsi forme; c'est 
le cas de 

” —= +eiy(1l4+n7), 27 = m+ y(m?’ — 48°). 
Les deux aulres droites ont encore des inclinaisons egales et contraires 


sur le m&me plan, et se projeitent encore orthogonalement suivant la meme 
droite sur ce plan; elles repondent aux racines 


gr - + €: y(i - N") a an" = m — y(m’ FE 48°), 


et il est manifeste que le second couple de droites ne coincide avec le premier 














- 
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qu’a la valeur limite de e= tm. On obtient done de celte maniere tous les 
axes susceptibles d’admettre un centre, en donnant a & toutes les valeurs possibles 
depuis € 0, jusqu’a e— Im. Quant au cas de 20, qui donne ä la fois 





"—=0, #0, il prouve qu'il ne saurait y avoir dans le plan men& suivant 
Or ou OR, et normal a (ROA), aucun axe, different de celui OR. Nous 
savons deja qu’en effet toute droite OR admet un centre prineipal ä Vinfini, 
et a toute distance: finie, si le point (9) tombe sur l’axe (WR) lui-meme. 
On pourrait maintenant objecter ä cette maniere de proceder, qu’elle ne donne 
pas la construction et les limites de toutes les droites imaginables; mais elle 
donne tous les axes qui partent d’une me&me origine designce; et en choisissant 
successivement tous les points de l’espace, on parvient a tous les systemes 
de solution. Veut-on verifier ensuite si une droite (d) donnee au hasard, est 
susceptible d’admeltre un centre, et d’avoir parsuite une droite reeiproque (d') 
qui la croise sous l’angle droit, on placera l’origine des coordonnees rectangles 
en un point queleonque (0) de (d); on menera en (O) une parallele OR ä 
la rösultante de transport, on determinera l’axe OA du moment principal 


> 


en (®). et l’on verifiera si la direction («., 5,7) de (d\, transformee en {r, 9"), 
’E or? s > ‚ 


est comprise entre les limites 7 = Im, % = d’une part, et 


m 
Fyafm) 
"—0, m, #—0 d’autre parl. 

Quant a la constante rn qui change avec le point fixe donne pour un 
meme systeme de forces, el d’un systeme a l’aulre pour une meme origine (O). 
comme elle exprime le rapport du moment total autour de l’axe (Oy) normal 
a (OR) dans le plan (4OR), au moment total autour de OR, on trouve 
aisement qu’elle se reduit a Ja quantite tang(ÄOR). Done pour chaque point 
donne (©), la multiplieitö des solutions est d’autant plus considerable que l’axe 
principal (OA) est plus fortement incline en ce point sur la direction de la 
resultante de transport; et l’on sait ($.7. de Mr. Schwerns) que cette incli- 
naison augmente avec la distance de (©) a la droite (OR). Quand (O0) se 
trouve sur cette droile m@eme, on a m — tang( AOR) — 0, partant 0, 
„"=0. #=0; ce qui prouve que pour tout point de (O'R), cette ligne 
est elle-meme la droite cherchee et quelle est l’unique solution. Mais dans 
ce cas les formules (A.) donnent «—=%, 9 —=#, y'—=%$, de sorte que la 
direction reeiproque reste arbitraire. 

Pour avoir enfin la direction reciproque, correspondante a lune quel- 
conque («y) des solutions pr&c&dentes, on remarquera d’abord que la seconde 

Crelle's Journal f. d.M. Bd. XLIV. Heft 3, 26 
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liene des equations (K.) donne pour Y=0, Z=0, L=0(, et a cause de 
M—aN- PM—=—, en vertu de la condition du probleme, la valeur 
N.R 








Rsinp.R.siny — ——yi- 0°), 
et la premiere ligne de (K.) reduira ainsi les valeurs «', 9',y' aux suivantes: 
! R 2) a.ß } @.Yy 
Mi 1 — a‘) "4 — - : —— 
} ( ‚4 yi1—e®) ’ / vi1— e*) ) 


que l’on caleulera aisement apres avoir caleule (e, A, y) ou (7, 9). 
Les equalions (A’.) donnent ensuile pour p',g' les valeurs 


a a 





La valeur » = 0 prouve que la projection de la droitle conjuguee reciproque 
d') sur le plan forme par l’axe principal et une droite parallele a (O'R) 
en un point quelconque d’une droite donnece (d) qui admet un centre, passe 
par l'origine de laquelle partent l’axe principal et la parallele (OR). La droite 
(d’) coupe done elle-meme l’axe en (0) normal au plan (AOR), et cela en 
un point qui est le point de rencontre de sa projection sur (202) avec le 
meme axe normal Oz. La distance du point de rencontre ä l’orieine a par con- 
sequent la valeur donnee par l’equalion 


' M d’ L 2 2 M 
ie Ba ki—e°) 








! 
ee. = ZZ = - - . 
7 kyi—e‘) 
Ayant done une solution (d) en (0) ou (ey), on prendra sur la normale en 
(O0) au plan (AOR) une distance M:R(1—c«), et par l’exträmite de cette 
distance on tirera une droite parallele a la direction («’'%’y'); on aura ainsi 
\ l / ”"3 
a posili "une premiere droite (d’). Nous conc & 
la position d’une droite (d’). Nous concluons en meme temps de 
cette construction que les droiles r&eiproques orthogonales d’un systeme des 
droites, passant par un m&@me point fixe donne, renconirent toutes une meme 
\ . 
droite originaire, perpendiculaire au plan (AOR)\, forme par l’axe principal et 
Oo I I \ ’ 
par une parallele a la resultante de transport. Cette propriete des droiles 





‚ 


reciproques subsiste encore pour le cas plus general ou elles ne croisent plus 
sous des angles droits les lignes primilives; car rien n’empeche de diriger 
l’axe Oz du point fixe (O) dans un plan normal a l’axe prineipal OA; ce 


qui donne toujours A —0, parlant p = 0. 
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Remarque Xll. 


Caleulons encore le moment total M’ des forces autour de la droite reci- 
proque (d’) d’une droile (d) en fonclion des donnces gencrales et immediates du 
probleme. D’abord il y a a remarquer que (d’), devant se trouver dans le 
plan prineipal relalif a l’origine quelconque (0) de (d), la droite (Od’) mence 
par (0) parallelement a (d’), doit aussi @ire dans ce plan; partant que le 
moment total des forces autour de (Od”) est nulle. Il est en elflet aise de 
verifier par les formules obtenues que ce moment total represente par la 
formule «N --5’M-:-y'L est nul. Mais en imaginant en un point quelconque 
(2, Y,%,) de (d’) trois axes paralleles aux axes coordonnes, et nommant N’, 
M', L’ les moments des forces autour de ces axes,. et M’ leur moment total 
autour de (d’) meme, on a d’abord par le prineipe fondamental: 

M «N - PM - UL, 


\ 


ei comme on a 


N' = N--Y.2,—Z.y, M = M-+ete...., 


I 
on obtient par substitution, en tenant compte de l’egalite a zero de N- P’M- Y'L: 


Mm —= a (Y., — Zy)+P( 2. —A.2)+y(Ay—Y.r;) 
—— (a2, RER y'2;) Y-- (Pr, Gere 0'Y;) Z -| ( Y Y2 Fri '2;) Ä, 


et comme on a en vertu des @qualions de (d’): u, — ya, =y, Pa, — «'y; 





na ' Bon ve 2 ii . 2 
— —p, partant Yya— Pr = —(yp— ig), on obtient: 








«a 
Xp — PB'q! M 
AM FE. FPıLYg—p.Z 
[04 
Mais en vertu des valeurs «', P',y', p', ..., on lrouve aisement que le premier 
NX } A 
terme de ce second membre vaut — M- —  —— — , tandis que l’ensemble 
kN sin p sin w 


NA—K | 
ER. sing sin w ’ 





des deux autres equivaul a M- ce qui donne pour la quanlite 


cherchee: 
MM — —M.K:R.Nsinysinw, 
ou en remettant pour R.Nsinysiny sa valeur donnee par la seconde ligne 
des @quations (A.): 
K 
er i ‚ 
nn VvK’ILRM—2M.KeaX+9Y zZ) 





Ainsi, en prenant sur les deux droites originaires (Od, OR), a parlir 
de (0), une ligne K sur OR, R.M sur (Od), on aura le troisieme cöte 
egal a YAM —2K.M.Rcos(dOR)), et le moment WM’ sera au mo- 
ment M, comme le premier cöle ÄK est au troisieme cöle ainsi construit. 

26 * 
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Cette loi de composition des moments autour de deux droites ou axes reci- 
proques est analogue a celle des moments principaux que l’on exposera ci- 
dessous. Nous jugeons inutile de nous arreter au cas particulier remarquable. 
deja examine par Mr. Schweins, ou l’on suppose les droites reeiproques ä 
angle droit. 


temarque All. 

On sait deja que la plus courte distance entre les lignes reciproques 
(d,d’), ou la quantit& p,, a la valeur M:isiny. Pour en avoir la vraie 
posilion, nommons (2,Y,2,) lextremitö par laquelle elle s’appuie sur (d), et 
(2,Y,2,) celle par laquelle elle s’appuie sur (d’)., Comme sa direction est 
evidemment (4, wu, vr), on a n—r+t49; YyY=YyıtT up; a=2%-+rvP. 


\ 





les conditions du probleme donnent d’abord l’equation de condition entre 
conslanles connues: 
aß'— a’ 





! DIN, ! ..# wi \ ! 
(au — PAp —p = (av—yA)pı—g) 


et si Von fait altenlion a ce que le dernier terme ou facleur de ce second 
membre se reduit a —r:u, on deduit de la: 

Kau — Pr)u+(ev—y'ı)]pı = up -+rvg' = dp; 
car par le No.8S on a up vy’ — «M:Rsinpy — «'p,; ainsi la condition 
obtenue devient: «4 -+ Pu--yvr=0, ce qui est @evident. On trouve ensuite 
pour les quantites 2,.Y,, 2, lequation suivante: 








a u RBERE: . ERB. u(Ky— MZ)—v(KA— MY) 
6 Ye TER u Rising Je, sin’p i 


Cette methode de determination deviendrait illusoire pour le cas ou l’on 
dirigerait l’axe Gr parallelement a la resultante de transporl; car on en aurail 
»—=0,. 2,—$. En eliminant «, v, on oblient pour determiner z;: 


YY—PpZ)Rsin’gy- - — — NRsin’ 9 —(aK--MA)cX+PY-,2Z)0M.R.. 
Remarque XIV. 

En concevani en un point queleconque (O') = (a, b, c) de l’espace, trois 
axes rectangulaires (O'x’', O’y', O'z’) paralleles a trois axes fixes designes 
(Ox, Oy, O3) qui se coupent au point donne (0), on sait que l’on obtient 
les moments N, M', L’ autour de ces nouveaux axes respeclils O'x', ... 
par les formules connues: 


N—N—- (Zb-—-Y.o, M=M—(X.c—Z.), U=L-(Y.a-Ä.b). 
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Mais celles-ci peuvent &ire presentees sous une aulre forme, encore syme- 
irique, et que nous allons indiquer en vue d’une consequence generale dont 
elles sont susceptibles. Soit e le rayon vecteur O0’ qui joint les deux 
points donnees, et (A, u,v) sa direction par rapport aux axes (Or, Oy, Öz): 
on a ainsi: = g.4, b=og.u, C=g.r, parlanl: 


as ER: N 
N — N—R.o uZorg) M —= M—R.o v—h): 


U — L-R.e(.2 —u2). 


Soit OBR—R en grandeur et en direction la resultante de transport. 
c’est-a-dire la resullante de toutes les forces ramendes parallelement a elles- 
memes a l’origine 0. Nommons OK l’axe en W normal au plan de (RR, o 
ou de ROO'. En posant encore ROO'— R,9—y, el faisant observer que 
A 8 
R’R’R 
nous avons: 


sont les cosinus des angles de OR avec les axes coordonnees. 


i Rn f Z ' ‚vv .„ 2 A 
sing.cos(KOÄ) = ER 3 sinpgcos(kKOY) — hr "95 


sing cos(KOZ) = ---, 
ce qui donne par substlitulion: 
N —= N+R.esing csKOX; M'— M--R.osingcosKOY; 
L —= L--R.esing cos KOZ. 

On peut remarquer que #.0.sing est le moment prineipal de la force AK 
appliqu6e suivant OR, autour du centre (0'), ou plutöt autour de l’axe el 
essieu O'K’ paralllle a OK. Le terme R.osinycosKOX exprime donc le 
moment de la force #2 ainsi appliquee, autour de l!’axe Q'Ä, cense fixe a son 
tour. Ainsi, connaissant le moment total d’un systeme de forces autour d’un 
axe quelconque en un point donne, on obtient leur moment total autour d’un 
axe parallele, en ajoutant au premier, celui de la resultante de transport. 
appliguce au point (0) du systeme rigide, par rapport a l’axe parallele. Tel 
est l’enonce qui en langage ordinaire renferme chacune des trois egaliles 
precedentes. Ceci pose, denotons par N, W (la letire « a deja une signili- 
cation) les moments principaux de l’ensemble de forces, relatifs aux deux 
centres 0, O' respeclivement. Nous aurons par ces &galites et en verlu de 
R—= N’+- ML, R”—= N”+M"-L”, l’equatiion generale: 

N? — WAR. gsin’p-2R.osiny.Ncos(KOA) ... (WR). 
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Ainsi, connaissant le moment principal d’un systeme de forces, relatif 
a un cenire quelconque (0) donne arbitrairement, on peut deduire de cette 
formule le moment prineipal relatif a tout autre centre (@') d’une maniere fort 
simple. Sur l’axe prineipal O4 du point (0) et ä parlir de ce point, on por- 
tera une longueur egale numeriquement au moment connu t; on menera une 
droite OK normale au plan que determinent les deux droites O0’, OR; sur OK 
on portera une longueur egale au moment R.osingp; en joignant les extr&- 





mites de ces longueurs ainsi disposees par une droite, on formera un triangle 
dans lequel cetle droite, consideree comme troisieme cöle, est opposee ä 
"’angle AQA, et sera par consequent la valeur du moment W. Telle est la 
Ioi generale fort simple de la composition des moments principaux d’un meme 
systeme de forces, relatifs a deux points quelconques de l’espace, censes in- 
variablement lies au corps rigide sur lequel les forces agissent. Dans notre 
second memoire nous eroyons seulement l’avoir elablie pour le cas d’une force 
unique; ce qui nous a engage a y revenir dans le present travail. (Quant 
a la direction de l’axe prineipal au point (0), il faut, comme toujours, la de- 
terminer par les cosinus de ses angles avec les axes coordonnes (x, O'y', O'2'). 
ou (Or, Oy, Oz). Ges cosinus sont pour OR: 

N' N+R.osing cos(KO.n) 


Dry u. 


E7 











——, eic. 
vW+R’.gp’sin’g+2R.R.osinpcos(KOA) 


On peut encore trouver une autre forme et une aulre loi de composition. 
qu'il sera au moins ulile d’indiquer rapidement. En nommant P', P', P", ... les di- 
verses forces donnees; OD la normale au plan que determinent la liene O0’ 
et une droile en (0) parallele a P, on trouve par une marche analogue: 
N — N--Y.P.osin(P, g).cos(DOx), 
M' —= M-+Fr.P.osin(P, 0).cos(DOy), ik . 
ce qui donne par voie de comparaison: 
R.sin(OR, O0')cos(K, 0x) — &.Psin(P, OO')cos(DO.). 
Mais il serait plus embarassant d’enoncer ces resultats en langage ordinaire: 
ils offrent quelque chose de moins saisissant. Il est entendu que le signe & 
s’elend a toules les forces parlielles, et que les quantites angulaires (P, og) ei 
les directions DO changent d’une force ä l’autre sous le sigene de sommalion. 
Cela etant ainsi elabli, reprenons par la loi de la formule (W) et examinons 
en quelques cas parlieuliers. Elle montre d’abord d’une maniere frappante pour- 
quoi le moment prineipal d’un systeme de forces dont la resultante de trans- 
port est nulle, ne change pas, de quelque facon qu’on deplace le centre de 
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y 
moments, altendu que les deux derniers termes du second membre de W) 


# 


renferment chacun la quantite $ comme facteur. 

Mais quelque remarquable que paraisse ce fait de l'invariabilit@ du mo- 
ment principal des forces, pour R=0, il ne sera jamais qu’un fait tout parli- 
eulier, une consöquence immediate de la theorie des moments; et nous ne 
saurions parconsequent admettre ni la necessile ni l’opportunite de l’eriger en 
quelque sorte en nouveau principe et comme une de bases de la science. 

Supposons en second lieu que les forces admettent une resultante effective. 
et placons l’origine primitive (O) en un point quelconque de sa ligne d’action: la 
formule (W) devient alors, en vertu de 9=0: W=—= R.o.siny; ce qui elail 
evident d’avance. Supposons que le point (0) soit l’un quelconque des points 
de la resultante de transport; dans ce cas l’axe OA se trouve necessairement 
dans le plan principal, et la formule (W) devient: 

N? — M-R.e'sin’y, 
et il serait tres facile d’enoncer ce resultat en langage ordinaire. Supposons 
que les forces aient une resultante effective et que le centre (0) soit place 
dans le plan prineipal: on a alors W=N-R.osinp, car cos(KO0A) 
devient — r, puisque OK coincidera avec 0A. 





Supposons que (0) soit place en un point quelconque de OR, ce qui 
donne sing —=0, parlant W—=N. Ainsi, conformement a ce qui est deja connu 
par les resultats de Mr. Schweins, les moments prineipaux relalifs aux divers 
points d’une droite OR, parallele ä la resultante de transport, sont egaux; el 
comme le moment total des forces autour de l’axe OR lui-meme, ne peul 
avoir qu’une valeur fixe unique, tous les axes prineipaux relalifs aux divers 
points d’une telle droite sont paralleles entr’eux. 


Remarque XV. 


On fait souvent consister l’analogie de la composition des momenls avec 
celle des forces dans la maniere dont le moment principal depend des mo- 
ments N, M, L, comparee ä la loi qui lie la resultante de transport A avec 
ses composantes rectangles. C’est la une analogie qui me parait bien vague el 
defectueuse. Il est bien vrai qu’au prealable on peut decomposer une force 
parallelement a trois axes reclangles, et estimer de m&me son moment aulour 
de ces trois axes; et que des lors son moment principal se deduit des mo- 
ments composants, de la m&eme maniere que la force tolale se deduit des com- 
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posantes rectangles: mais quand il faut trouver le moment autour d’un axe 
originaire, different de Faxe principal, il faut deja modifier celte espece d’ana- 
logie, et dire que ce nouveau moment se deduit maintenant du moment prin- 
eipal. de la möme maniere que la composante orthogonale d’une force suivant 
une droite, se deduit de la force principale. D’un autre cöte, les forces par- 
tielles qui sont donnees immediatement, n’etant pas generalement rectangulaires 
entr’elles. on tombe sur l’ineonvient de devoir les decomposer ainsi, avant 
que de refaire la composition en une force unique, pour arriver ä celte ana- 
logie de composition. Mais l’analogie veritable entre la composition des mo- 
ments et celle des forces, nous parait etre celle que nous avons indiquee « 
la troisieme remarque. 

(Quant a la composition du moment principal d’un systeme quelconque 
de forces, relalif a un centre (0'), en fonction du moment principal relatif a 
un aulre point donne (@), elle est enoncce a la suite de la formule (W) qui 
la resume. Elle a encore une analogie manifeste avec celle de deux forces 
seulement qui se coupent; mais avec les forces elles-m&mes qui sont donnees, 
I n’v a plus d’autre analogie que celle de la formule dont il s’agit. 


Remarque MV. 

Iülevons en l’origine (0) une droite OH, perpendiculaire au plan, forme 
par l’axe principal 0A et par la direction OR de la resultante de transport; 
el sur celte normale prenons, a parlir de O, une distance p = N: RsinROA). 
Par l’extremite de p ainsi forme, menons un plan, parallele au plan originaire 
AOR: ce plan ainsi construit, sera le lieu geometrique de tous les centres en 
chacun PS l’axe prineipal des forces donnees croise a angle droit l’axe 
prineipal relatif a lorigine. En effet: en cherchant le point 0’ ou (a,b,c) de 
l’espace pour lequel l’axe prineipal correspondant O’A’ soit a angle droit avec 
l’axe OA, on doit poser la condition 

N.N--M.M-L.L = 0 
laquelle devien! ” la substitution re valeurs de N’, M’, L’, en fonction 
de N,M,L, a,b,c: 


ER { Zu. (Er MX NY R 
IR 07 


a Se sn Gain ran .  ——— $ anime ui <mmn $ mn 


gTy Ü nm 
ER x“ k KR ER 

Mais (@,?,y,) denotant la direction de la ligne p, normale au plan (OA, OR), 
on a encore une fois: 


a Sp. LY MZ NZ LX 
n | m en nen Ste ; teen nen ) me an en: en m 
o,.sin{AQOR) KENT P,). sin! (AOR SR RR etc. 
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et le lieu des points (a, db, c) s’exprime par l’equation precedente qu’on peut 
mellre sous la forme 
.a+ß,.b-+y,.c — R:Rsin(AOR); 
ce qui est le plan m@me de la construction indiquce ci-dessus. Reeiproquement. 
etant donne un plan quelconque parallele a la direction de la resultante de 
transport, les axes principaux d’un meme systeme de forces, relatifs aux diffe- 
rents point de ce plan, croisent toujours et tous une seule ei möme droilte sous 
des angles droits. Cela revient a dire que le plan forme par laxe O4, re- 
latif a un point (0) du plan, et par une droite 0A, mence par (0), parallelement 
a l’axe prineipal Q’A’ relatif a un autre point W') du plan, est independant 
de la position parliculiere de (0') sur le plan donnee: Soit ce dernier: 
.4-P.d--YıCc=ß0, 
la condition de renfermer la direction OR donne 
0. X. Y-4y. 2 = 0. 
En nommant (,,y,) la direction normale au plan AOA,, el N’, M', L’ les 
moments parliels en (0). on obtient: 
L.M—M.L . :,4ıa. NL-LUN 
re „9%. sin(A,0A)- TEE], 
L’equation de ce plan, passant par l’origine (0), a parconsequent la forme 


L.M—M.L)2-(N.L—-L.N)y+(W.N-—-N'.M).z — 0. 


\ 








Oo. sin (4,04) = I y.51n A, OA „ze 


Or en reduisant d’apres les @qualions de condilion de la question, on a: 


V.M—MW.L = —(LA—My)\Zb— Y.o), 


N.L-U.N= —N—La)Zb—Y.o), 
W.N—N.M — —(Ma,— NB,)(Zb— Y.c); 


ce qui ramene l’equation du plan (0A, 04A,) a la forme suivante: 

(LP, — My)c+(Ny, — Lo,)y-+(Ma— Np)2 = 0, 
laquelle se trouvant independante des coordonnees (a, b, ce) du point (0) choisi 
dans le plan @&,a--5,b--y,ce—=0, demontre le Ih&oreme enonce; el le tout 
se reduit a dire, qu’etant donne un plan parallele a la r&sultante de transport. 
et d’une direction normale (&,?,yı), arbitraire quant au reste, toutes les droites 
originaires, menees parallelement aux axes prineipaux, relatifs aux divers points 
du plan, sont dans un meme nouveau plan dont on obtient la direclion nor- 
male (0,ß,y.) de celte maniere. Nommons OG la direction normale (01171, 
Crelle’s Journal f. d,M. Bd. XLIV. Heft 3. 27 
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au plan donne, et N le moment principal, nous aurons: 


L,M N L 
2, .SIn ( 06, 04 =. ie er mes Pa. sin(0@, 04) — Er] “ri Ei 
. Er % M N m) 


el ces valeurs demontrent que ce plan nouveau se trouve determine par l’axe 
prineipal des forces en (0), et par la droite O@, normale au plan donne. 


Remarque XV. 


On donne le lieu des centres pour chacun desquels on a le plan principal 
correspondanl, d’un systeme donne de forces. Pour trouver le lieu des inter- 
sections ou l’enveloppe de tous ces plans, il faut faire varier dans l’equation 
qui les exprime d’une maniere generale, les coordonndes du centre correspon- 
dant. Soit f(a, db, c)—=0 une surface, et Ada-- Bdb-- Cde—0 son equalion 
differenlielle, A, 3, C designant des fonctions connues de (a, b,c) ä la fois. 
Nommons N’, M’, L’ les moments des forces autour des trois axes en (a, b, c). 
paralleles aux axes coordonnes; on obtient par la: 

N —=N-Y.c—Zb, M—=M-Z.a—A., U!=L-Xb—Y.a. 
Le plan principal, relatif a (a,d, c), ei aux coordonnees couranles 2,y,2, a 
par consequent la forme: 

N (2 —a)+NM(y—-b)--L(z2—e) = 
en y subslituant les valeurs de X, W, LU’ en N...a,b,c, et differentiant 
ensuite suivant (a, db, c), on oblient: 

N-+Y.2— Z.y)da+(M+Z.2— X.2)db--(L+-X.y—Y.r)d= 
ce qui donne, en combinaison avec l’equalion differentielle de la surface. les 
deux equations de condition: 

(N+-Y.2z -Zy)B— (M-Z.0— \X.2)A = 0, 

(N-Y.z—-Zy)C—(L+-Xy—Y.r2)4 = 0; 
lesquelles determinent, en association a l’equation f(a, b,c)—=0, les valeurs 
de a,b, c, en fonction des donnees X, M,L,X,Y,Z et des variables 
x,y,2; et en substituant ces valeurs dans l’@quation du plan prineipal, on 
obtient le lieu des intersections consceulives de tous les plans prineipaux rela- 
tifs aux divers points de la surface proposee f(a, db, e)==0. uand celle-ci 
est simplement plane, les quantites A, B, C sont constantes; et eu &gard aux 
equalions de conditions obtenues, on pourrait avoir lidee de conclure de la 
que les plans prinieipaux, relatifs aux divers points d’un plan fixe donne, se 
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coupent suivant une droite; mais celte conclusion serait inexacie, puisque l’on 
peut demontrer par la methode speciale de Mr. Schweins que dans ce cas 
tous ces plans se coupent en un meme point. 

La methode differentio-parametrique des enveloppes tomberait encore 
en defaut, ou du moins elle nous semblerait oflrir une difficulte analogue, si 
par son moyen on voulait rechercher le lieu des intersections des plans prin- 
cipaux relatifs aux divers points d’une droite donnee. Des lors il faut con- 
cevoir avec l’auteur cite, deux points designes sur celte droite, et demontrer 
par la que la ligne d’intersection des deux plans prineipaux correspondants est 
independante de la position partieuliere de chacun de ces points. 


Remarque XVil. 

La ligne d’intersection des plans principaux relalifs aux divers points 
d’une ligne droite fixe qui coincide avec l’axe des abseisses Or, est deter- 
minee, eu egard a la melhode qu’on vient d’indiquer, par l’intersection des 
deux plans 

(1) Ax+-My-+-Lz=0, Yze—Zy=0. 


Les @quations de l’axe prineipal des moments, relatif a un point 40, e—0, 





a— a de cel axe Or, seront 
N'.y— M(z—a) =0, N.s—-L(e—a =0, 
ou l’on a maintenant 
N—N M'—= M-Z., UV=L-Y.a 
Dela resulte: 
N.y—(M--Za)(2 —a) = 0, 
N.2— (L—-Ya)(2— ua) = VO). 

Ainsi, en eliminant la quantie «, qui change d’un point a l’autre de 
Ox, on obtient le lieu des axes principaux, relatifs aux divers points d’une 
meme droite Ox. On trouve ainsi la surface gauche du second degre: 
NY.=+2.2” _g 

M.YHLZ ' 

C'est aussi, aufrement dit, le lieu des perpendiculaires indefinies a 
tous les plans passant suivant une droite fixe (].) et chacun par un point de 
’axe Or oü l’on eleve au plan la perpendiculaire correspondante. Ainsi, en 
faisant glisser une droite indefinie (d') sur une droite fixe Or, avec l’attention 
de conserver la direction de (d), normale au plan determine par une droite 
fixe (Z.), et par le point d’intercection acluel de (d) avec Ox, on peut engen- 
27 * 





Y.ey+-Z.2z2z-M.z=—L.y— 
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drer le paraboloide hyperbolique. C'est la une propriele geometrique de celte 
surface gauche que sa generation bien conuue ne met pas en evidence. 


Remarque ÄlIA. 

Le prineipe de la composition des forces etant cense demontre, je 
dis qu’on en peut deduire le theoreme fondamental de la theorie des forces 
paralleles, sans avoir besoin de recourir a. cette methode de transformation 
indirecte qui introduit dans le systeme deux forces egales et diametralement 
opposees. Pour juslilier celte asserlion, nous commencerons par @noncer el 
demontrer un Iheoreme subsidiaire de geometrie (Fig. 2 et Fig. 2 bis): qu’une 
transversale indelinie, connue de position et de direction, coupe deux paralleles 
7, aux deux points «@, 6 respectivement. Je joins le point d de rencontre 
avec 7, a un point quelconque g de a; a parlir du point g je porte sur 
une ligne g% egale a une longueur donnee p5; sur „U et a partir de 5, je 
porle, en sens conlraire par exemple, une ligne de egale a une longueur 
donnee g. Sur be, comme disgonale, je construis un parallelogramme dont les 
cöles. parlant de 5, soient diriges suivant ba, et dd qui est le prolongement 
de gb; je porle le cöte dd, ainsi obtenu, sur 45, a parlir de 9, ce qui donne 
gh; sur les deux lignes (gA, yk) je construis un second parallelogramme; sa 
diagonale yn, partant du sommet g, coupera la transversale d« en un point O 
dont la position, independante de la distance ag, depend uniquement des 
quantil6s >, y et de la longueur «b interceplece par les deux paralleles sur la 





transversale. En ellei, en prolongeant Gyr jusqu’a sa rencontre en m avec 
la droite , jobtiens par les triangles semblables: 

Oa:ay — Ou--ab:bm, doü Va= ab.ag:(bm— ag), 

bın:bg — p:bd; bm — p.by:bd —= p.agy:be — p.ag:gq. 
De la on conelut, en portant cette valeur de dm dans celle de Ga: 





Ou eh ab.q 00 ne ab.p h 
b—ı ’ pP—4q 5 





ce qui demonire le Iheoreme none‘, et assigne la posilion du point. Mais 
la construclion suppose que les longueurs p, g soient prises en sens contraire 
une de l’autre. Si elles sont prises dans le meme sens, le point de ren- 
contre Q tombe entre les deux paralleles, a une distance de = marquee par 
ab.g:(p--g), et a une distance de ’ marquee par ab.p:(p--g). Pour 
distinguer et resumer abrevialivement ces deux cas, on peut nommer ce dernier 
point de concours, centre direct, el le premier, centre inverse. Celui-ci elant 
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deja designe par (0), on peut designer l’autre par (W). Il est manifeste que 
quand les lignes p, g sont egales, le centre inverse passe a linfini, a gauche 
ou a droile des deux paralleles, tandis que le centre direct (@') tombe alors 
sur le milieu de «5, au centre m@me des extrömites de ab. En construisan! 
les deux points (9, 0’) a la fois, pour deux paralleles et une transversale 
donnde, et avec les m&@mes longueurs (p, +49), on a ce qu’on peut nommer 
les deu:r centres conjuques. 

Pour completer le theoreme, supposons que l’on repete pour le poin! 
de rencontre « et pour la droite z la construction eflectuce plus haut pour 
le point 5 et pour la droite . Les nouvelles diagonales ainsi formees, passe- 
ront encore par le point O d’une part, et par le point O' d’autre part. Ä cel 
elfet on porle sur , a parlir de «, une longueur p; on joint (@) avec un poinl 
arbilraire f de U; sur p, comme diagonale, on construit le parallelogramme 
dont les cöles se dirigent suivant «O), afz sur ’, et a partir de f, on porte 
une longueur 4 en sens contraire de p: sur «af prolonge, on prend une lon- 
gueur egale au cöle, suivant «f du premier parallelogramme. La diagonale du 
second parallelogramme ainsi determine, ira passer encore par le centre 
inverse, quelle que soit la position du point f sur ’; et il en est de meme 
encore du cenlre direct. 

Cela pose: concevons deux forces paralleles el contraires, par exemple 
P, 0, appliqueces respeclivement aux points a, b d’un corps rigide ou d’une 
simple barre daO. On peut toujours joindre le point d’application d de la 
force Q a un point quelconque y de la ligne d’action de P, ligne qu’on nomme 
encore ı, et subslituer a la force @ ses deux composantes, l’une be suivan! 
ba, l’autre dd suivant gb prolonge. La derniere peut &tre considörce comme 
appliquee au point y oü elle se compose avec la force P—-yk, et donne. 
en combinaison avec celle-ci, une rösultante yn qui change avec la position 
du point y sur 7, sans cesser de passer par le point @ dont la distance a la 





ligne de P, mesuree suivant Gab, est donnee par "egalite Ya: ab— O:P—Q. 
De plus, la force be pousse le systeme rigide de 5 vers O suivant la droite 50. 
Ainsi les deux forces paralleles se trouvent reduiles aux deux forces be, yn, 
dont les lignes d’aclion se coupent au point ©. Mais ä la force yn appliquee 
en O, je puis de nouveau subslituer ses deux composantes @gales et paralleles 
a gk, gh--bd, ce qui en O donne finalement la force P et la force Q, 





resultante de be, dd; ou en resultat la force unique P—Q. Pour le cas oü 
les deux forces proposces auraient le m&me sens d’action, elles auraient un 
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point de concours direct O' et une resultante P-Q. Ainsi, deux forces 
paralleles ont toujours une resultante egale a leur somme algebrique, laquelle 
resultanle passe par le point de concours inverse ou direct de la transversale 
de leurs points d’aclion, selon que leurs sens d’action sont contraires, ou dans 
la m&me direction. Il est clair d’apres cela que deux forces paralleles, @gales, 
et contraires, mais non-diamelralement opposees, ont une resultante P-P=0, 
appliquee a linfini,; qu’ensuite Veffet de deux forces paralleles quelconques 
sur un corps rigide doit eire detruit, si l’on fixe un point quelconque de la 
liene d’aclion de leur resultante, ou le centre O, ou O', selon les deux 
as. Puisque done la distance de ce point doit se calculer par la formule 
‘0a, 0a) = ab.O:(PFO), on obtient P.Oa— 0.05 pour le premier cas, 
et P.O’a=— 0.0 pour le second; ce qui conslitue une seule et meme loi 
pour les deux cas: la loi d’equilibre connue du levier. On voit de plus que 
la pression du point fixe est ögale a la somme algebrique des forces paralleles; 
et que la ligne d’action de leur resultante est le lieu des divers points, censes 
tour-a-tour fixes, aulour desquels les forces partielles se font &equilibre. 


Remarque XXX. 

Le theoreme que nous avons enonce dans la premiere remarque s’ap- 
plique aussi avec une remarquable simplieite au mouvement de turbination d’un 
corps solide, pourvu d’un point fixe; et mene immediatement ä l’expression ana- 
Iylique simplifiee de la variation instantanee de coordonnees de l’un quelconque 
des points du solide. Mais pour ne pas refaire inutilement ce qui se trouve 
expose par divers auteurs, nous pouvons admettre ici le theoreme de l’im- 
mortel Kuler, a savoir, que tout deplacement instantane du solide est un 
mouvement de rotation de tous ses points autour d’un meme axe, passant par 
le point fixe. Soit (0) le point fixe, partant le centre de gyration du solide; 
Ol l\’axe inslantane de rotation en (0); A,, B,, ©, les trois angles de sa 
direction avec trois axes coordonnes fixes GA, OY, OZ qui ‚ont le point (O) 
pour origine et sont rectangles entreux. Nommons D un point materiel 
quelconque du solide, et (7, y, x) ses coordonnees rectangles, le point etant 
rapporte aux axes dont il s’agit. Soit oe la distance normale du point D a 
l’axe OJ; r sa distance invariable a l’origine (0). Nous aurons par consequent: 





N I N y ro 
cosDOI — — 608 A,- — c08 B,- — c08 Ü.. 


0° — r —r., cos (DON) = Fin y +2? — (2. cos A, + Y» cosB, 2.C0S Ci. 
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De plus, le plan de rotation, c’est-a-dire le plan perpendiculaire en O ä 
l’axe O/, aura pour equation: 
| x.c0s A, +y.cosB,--z.cosC, — 0. 

Le changement total de distance eprouve par le point D du solide, 
tournant d’un angle d(2 sur laxe OJ, est evidemment 0.d.2; et pour avoir 
les varialions de coordonnees da, dy, dz qui sont dües a ce changement, on 
n’a qu’a projeter l’element lineaire 0.d42 orthogonalement sur les trois axes 
fixes (Or, Oy, O2). Ainsi, en designant par A,, B\, C; les trois angles de 
sa direction avec les m&mes axes, on obtient: 

de = o.d‘2.cosA,, dy = o.d2.cosB). dz = 0.d2.cosC,. 
Mais eu egard ä ce que sin(DOM)=o:r, et äce que cosDOxr—r:r,.... 
on obtient en vertu du theoreme cile: 

0.c0s A, = zcosB,—y.cosC,; o.df2.cosB, = 2cos(, — 3c0s A,. 
0.00sC; —= ycosd,—r.cosB,, 
ce qui donne par la substitution de ces valeurs, les formules symetriques: 

de = (zcosB,—ycosC,)d2, dy —= (2zc0osC, — x cos A,)dl, 

dz — (ycos 4,— rcosB,)d2. 

Mais en faisant tourner le solide successivement de trois rotations 
elementaires dıy, do, dp autour des axes (Or, Oy, Oz) respeclivement, ces 
axes elant pris tour-a-tour comme essieux fixes, et denotant par d’x, d'y, d'z 
les changements de coordonnees qui en resultent pour le point D qu’on con- 
sidere, on oblient: 

d’z = sdw— ydy, d’y = zdp— zdy, d’z = ydı— dw. 
Pour que ces mouvements successifs ou simultanes partliels soient equivalents 
en resultat, et quant au deplacement total produit, a un seul et m@me mou- 
vement elementaire quelconque designe, il faut qu'il soit toujours possible de 
rendre identiques entr’elles les varialions de coordonnees dw, dy, dz d’une 
part, et d’x, d’y, d’z d’autre part. Cela donne: 

zdo— ydp — zcosB,df} — y cos A,.d2, 

zdp— zdy — xc08 A,dl2 — 2005 C,.dl, 

ydy— do —= ycosl/,d2 — xcosB,.d2; 
et celles-ci devant &tre satisfaites pour des valeurs quelconques de (w, y, ®). 
on doit avoir: 

dv — d“2.cos 4,, do — d(.cosB,, dp — dR.cosC.. 

Ces equations de condition qui sont necessaires et suffisanles, ramenent au 
prineipe de la composition des mouvemenls de rolalion. 
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Remarque XXI. Centre d’inertie. 


L’idee du centre d’inertie d’un corps ou d’un systeme quelconque de 
corps, est inconteslablement plus generale que celle du centre de yravite qui 
ne s’applique a Ja rigueur qu’aux corps pesants. En effet, ce dernier point ne 
se definit habituellement que pour le cas ou toutes les molecules d’un corps 
sont censees sollieitees par des forces paralleles seulement: au contraire la 
premiere idee subsiste independamment de toute consideration de forces et 
de toute nolion de mecanique. Cette asserlion de notre part trouve deja en 
partie sa juslificalion dans les idees d’Kuler *); et quoique Lagrange et La- 
place onl adopte de preference la denominalion de centre de gravite, il n’est 
pas dilfieile de se convainere que leur maniere de voir est assez conforme 
a celle d’Kuler. Laplace definit en effet **) ce centre par des &quations 
de condition purement analyliques; et Lagrange procede d’une maniere ana- 
logue dans sa mecanique analylique ***), | 

Pour montrer que liidee du centre d’inerlie peut en effet eire degagee 
des prineipes de mecanique, on peut proceder de la maniere suivante. Une 
quanlilö© de matiere quelconque, censce concenlree en un point, ou dans un 
espace, inliniment pelit suivant toutes les dimensions. est ce qu’on peut nommer 
un point materiel. Le moment! d’un point materiel par rapport a un plan, 
est le produit de sa quanlile de maliere par sa distance normale ä ce plan. 
Le moment total d’un corps, relatif a un point de concentration arbitraire, et 
par rapport a un plan quelconque de l’espace, est le produit de sa masse par 
la distance de ce point au plan dont il s’agit. Le centre d’inertie d’un corps 
ou systeme de corps, est ce point special pour lequel le moment de la 
masse entiere est eyale a la somme des moments des parties infiniment 
pelites dans lesquelles on divise cette masse, par rapport da un meme 
plan de comparaison. Pour le cas des corps terrestres seulement, le centre 
d’inerlie peut se nommer centre de gravite parceque de tels corps sont 
constamment soumis a l’aclion de la gravite, et qu’alors les masses sont pro- 
portionnelles aux poids correspondants. Celle maniere de proceder monlre 
en meme lemps que le centre en question pour les corps d’iei-bas est inde- 
pendant de toule hypothese de parallelisme de forces de la pesanteur; et l’on 
congoit encore immedialement ce point pour un systeme de corps soustraits 


*) Theoria molus corporum rigidorum, 
**) Mecanique ccleste. T.I. p. 46, les dernicres lignes du No. 15. 
ER) Tome I. page 63. 
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a l’influence de la pesanteur terresire, et soumis ou non soumis A leurs attractions 
et repulsions mutuelles. Mais de quelque fagon qu’on envisage la definition 
du point dont il s’agit, il reste a demontrer generalement le theoreme suivant 
dont un cas parliculier a et@ enonc& par Mr. Steiner de Berlin, et demontre 
par Mr. Clausen dans ce journal (tome 7 p. 33). 
„Pour construire le centre dinertie de n points maleriels, il suffit 
„de construire celui des n—1 premiers points; de le joindre par 
„une droite au n“”“ point, et de diviser cette droite en deu. parties 
„enversement proportionnelles a la masse du n“” point et a la somme 
„des masses des n —1 premiers. Le point de division ainsi obtlenu, 
„sera loujours le meme, dans quelqWordre qu’on compte les points 
„donnes; ce sera leur centre d’inertie ou de masse. 

Si tous les points donnes ont des masses @gales, leur centre d’inertie 
devient idenlique au centre des moyennes distances, et l’enonee precedent se 
reduit au theoreme de Mr. Steiner. D’abord il resulte de la definition du 
centre d’inerlie, qui se traduit analyliquement par des @quations lineaires, que 
pour chaque corps ce point est unique; de sorte quil suffit de prouver que 
dans une premiere maniere de compter et de combiner les points proposcs, le point 
de division obtenu d’apres la regle enoncee, coincide avec leur centre d’inerlie. 

Soient ın, m’, m",.... m") les masses respeclives de n points propos6s; 
M leur somme; &,, Yı, 2, les coordonnees de leur centre d’inerlie; x, y, 2 
celles de m; z',y’, 2’ celles de m’, ete.; on aura par definition: 

Mx, = mce+m.a tm." 4... tn. My =my-..., 
Mz, = mz-- .... 

Mais en nommant 2, Yı, 3; les coordonnces du centre d’inertie des a — 1 

premiers points, on doil avoir encore: 





nt mn) = me tm a. tm. d; (mtm 4 )yi=+:; elc. 
ce qui donne par subslitulion dans les trois premieres egalites: 

MM. = (mm Han Mar mtr), My=--, Ma, =.--- 
Or en nommant 8, T', Ü les coordonnees du centre d’inertie des deux masses 
(mm! m" + ++. m) et m” placces respeclivement aux deux points 
sy) et (ad, yUP, 20V), on doit avoir encore par definition: 

MS — (m + m 4. an) mt" d,.x0, M.T=..., MU 
Et en comparant ces valeurs de 8, T', U, avec celles de x,, yı, %,, on en 
conclut immediatement: 

N, FE, a —WU, ou = 2 = Yı, U 2; 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLIV. Heft3. 25 
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done le centre d’inerlie des deux masses [m --m’-4- ++. m], et m" 
placees respectivement en (2). y7,. 2) et en (a), y’=», 20"), coineide avec 
celui des n masses primilives, et r@eciproquement; ce qui mene en effet au 
Iheoreme enonee plus haut, que nous avons deja elabli dans nolre cours de 
statique, el que nous avons juge ulile de reproduire avec de nouveaux de- 
veloppements; car le passage cite de ce Journal nous porte a croire que 
le theoreme est nouveau; du moins quant a Ja demonstratlion qu’on vient 
d’exposer. D’ailleurs nos observations sur le centre de gravite acquierent une 
certaine imporlance, quand on veut commencer l’elude de la mecanique par 
la demonstralion du prineipe des vilesses virtuelles, basce sur l’idee de centre 
de gravite, et degagce de toute nolion sur la theorie des forces paralleles. 
ce qui est preeisement le cas de la mecanique analytique de Lugrange. 


Remarque XAll. Centre diinerlie. 

Voieci mainlenant quelques autres developpements concernant une pro- 
priete generale de ce centre, et que Lagrange et Laplace presentent sous 
des formes tellement dilferentes qu’on a de la peine a reconnaitre l’equivalence 
de rösultats exprimes par leurs formules generales. De plus, le resultat donne 
par Porsson (tomel, p.117) de son ouvrage, n’est qu’un cas particulier de celte 
propriete generale dont Lagrange (?) parait re le premier auteur et que 
nous allons developper et d@emontrer d’apres ses propres notations. La methode 
de determiner le centre d’inerlie d’un systeme queleonque de corps mat£riels 
dont on connail deja les centres partiels, par l’evaluation des moments de 
masse, peut sufflire dans tous les cas. Mais on peut la remplacer aussi dans 
de cerlains cas par ce qui suit. Soient P, P’, P",... les poids des corps 
partiels; (wyz), (w«'y'z’),.... leurs centres d’inertie respectifs. En entendant 
par /, 9, h, trois quantites arbitraires, et par A la somme des moments de 
P,P', P’,... par rapport au plan coordonnee „x, on aura d’apres Lugrange 
et en vertu de la valeur de = Px-- P'x' -- ele., en commengant par deux 
poids seulement: 

[X—(P+P)ff = P.(@—f}+ P*@—f]-+2PP'.(@—f)(@ —f) 
— [P(e—f}+P'@'—fy](P+P)) 
— PP (= —f\’— PP'«'—f\’--2PP'(r—f)(« —f) 
—= [P(-—-f}-+P(&—f}\(P-P'),—P.P'.(c—)}. 
Or si cette equation est vraie pour le cas de n poids P, P', P",..., 
elle Fest encore pour 2-2 poids; de sorte qu’etant vraie pour deux, elle 
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doit l’Elre pour un nombre entier quelconque. Pour le demontrer, soit fait 
dans le cas de n masses ou er 
P.z=-P'.z-P".z"+..- Pe .d9—= X, 
el supposons qu’on ail: 
1) X-f.(P+P'+... pop 
— (P(2—f}? +... |.Pe az SIERT Pt. pe )_Er1,P.P.(c—x). 
Nous designons par I5'.PP'(x=—.x') la somme de vr les quantites 
analogues a PP (x — x)‘. que l’on obtient par toutes les combinaisons des 
n poids, deux-a-deux, et des differences d’abseisses correspondantes: je dis 
que l’egalite (I.) elant vraie pour rn, lest encore pour n-1, el qu’on doit avoir 
par consequent: 
(I) {X—f(P-+P'-.. PWV 
=[P(a—f}}4+ 4 PO@® —fPIP+P'+ + PO) — 2,.P.P'.(e— 2’). 
En elfet, en representant d’abord par V le premier membre de l’ega- 
lite (1.), jaurai evidemment: 
[X-+- Pr.” — f{fP-P'-— ... + PT 
— [V/ + PN «mM — FF = V?’+2V.P"), am 2aV v.po.f- Ti) en DR 
ou en mettant pour V sa valeur A—f{P--P'- ... -.. PU"), on transforme 
le second membre en cet aulre: 
V”’12.P”,.2”.[Pr+P'’r+..- Pr.z20,® 
(PHP 4 PeD]| , pi 
—2.P").f.[Pc-P'’x- ... -Pv 2.0» | 
(PH P'+ + PC). 
Mais en substiluant a V° sa valeur. on obtient: 
V”+-PW.P”V.(.2 —f} 
= [Pie—f}+ + POP FIIP+P'+ + Pe) 
— 271,P.P' (2 — + P®w.Pv (a — f} 
= [Piaf}4 + PO@O—fFKP+P'+ 4 PO) 
— PO[P@—f 4 2 4 PO —fj} 
— PU P-+P'-... 1 Pe) _ f)° — 2,3°1.P.P'. (ce — x)". 
Ainsi la quantitl@ marquee (I1l.) devient: 
[P@—f)+ + P@@®—fIIP+P'+ 4 P®) 
— Pr/[P(x — f) ; Zu + Pe (ze _ Fr] — PP FR po. ze) _ dj 
+2P9 2" (Pr-+ --- nr 29) _2P9,29.f.(P- pP Dee PD) 
— 2P”.f(Pxc-+ Pr. | Pe», 20-0) 1 23P®,f?.(P+ P'-+...4 Pe), 
25 * 


PW (21 —f'}". 


(IIL.) 
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Or en formant tous les termes en f, f” des trois dernieres lignes de 
ce tableau, et meme sans les former, on s’appercoit que tous ces termes se 
detruisent, et que ces lignes se reduisent a l’expression suivante: 

— P") P.x — P”,P'. 2" — ... — P®, Pv-D, „ed, 2u-D 

— P”.P.x). 2” — P”V,P'.ı«). «m — en P®", Pr..." 

-2Pw,P.=”.z +2P®.P'.z".z’+ .-- 12PWw,Pr9,.20,20D, 
laquelle se reduit elle-meme ä la forme: 

—FP.P (2 — 9? — P'.PV (ı'— a) — We — PP"), PD, (20-9 a). 
Ainsi le premier membre de l’equation (II.) se ramene en eflet a la valeur 
Pa + Pa —fy]P+P'+ 4 PO) 
— 21 P.P.(2 — x) — PU). P.(x — a")? — .... 

En remarquant que toule la ligne de termes de ceite expression qui viennent 


2 
„2 


apres le premier, se reduit a 8). P.P'(x=—r') 





,„ on conclut que toute l’expression 
elle-möme devient pr&eisement le second membre de l’equation (11.), laquelle 
se trouve done demontrece. Si l’on nomme Y, Z la somme des moments 
des n poids par rapport aux plans (zır, xy), on a aussi, quel que soit n: 
a) F-gP+-+POYP=[Py—-N+Py—N+-- 
BED IP+ + PM) EP. PG-YY... 
1’) IZ2—A(P-..+ Pr)? — [P(z—h)+-P(!—h’-+.. 
+ Pr ge _ AP + + + PO) — a. P.P'(z— 2’)... 

Les @quations (1, Y, II”) etant admises, concevons que l’origine des 
coordonnees, jusqu’iei arbitraire, coincide avec le cenire de gravile @ des n 
poids P, P',...P", et que l’on entende par f, 9, % les coordonnees d’un 
point quelconque A de l’espace. On aura dans celte supposition XA—0, Y—=0, 
Z 0. Les trois @quations eitees deviendront, ou donneront du moins: 


Pir—f’+P(e—f)’+... Z.P.P.(r—2') 























fi oa 5 P F.P)% j 
B 5 P(y—g)’+ P' (y'—g)’+ u &.P.P .(y—y')? 
ll S.P a ; >: . ou, 
mr — Pech P@—h+.. _ 2.P.P.@—r) 

. z.P " (F.P)? 2 


Ajoutant ces trois @quations membre-a-membre, et faisant remarquer 
que f+g-+A—=K@, nous obtenons ce qui suit: 


KR —_ Pa-f’+Hor NH’ &.PP' f(a—a)’ Hy)’ +2’)? 
DEE 2 EP . (£.P)? 
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Si l’on designe par A, A’, A”,... A" les positions des centres de gravile 
des poids P, P', P",... P"-», on peut ecrire ce rösullat sous la forme purement 
geomelrique: R 2 
&.P.Ak &.P.P'.A4' 

z&.P (2. P)° 


>.P.AK designe la somme des produits des poids par les carres des distances 


(V) Ka —= 








de leurs centres au point arbitraire K; et XP.P'. AA exprime la somme 
des produits des poids deux-a-deux par les carres des distances mutuelles 
des centres. Quand le point K coincide avec le centre @, on obtient: 
0 —= (E.P)(E.P.AG)— =.P.P.AA. 
En combinant celle-ci avec celle (V.) du cas general, on trouve 
(VL) =.P.AK — 8.P.AG -GKx(XP). 


On conclut dela que la somme des produits des poids de plusieurs 





corps, par les carres de leurs distances au centre de gravil& general, est plus 
petite que la somme analogue relative ä tout autre point de l’espace; partan! 
que celte premiere somme est un minzmum. Mais c’est la une verite purement 
geomelrique, ce que l’on congoit mieux, en substituant dans ces equalions et 
enonces, les masses aux poids, et l’idee du cen’re d’inertie ou de masse ä 
celle de centre de gravite. Et des lors les transformations faites ci-dessus. 
n’empruntent rien evidemment aux principes de mecanique; elles sont purement 
geometriques ou analyliques, et reposent sur la simple supposition que les corps 
sur lesquels ou raisonne, sont materiels. Mais cette supposilion olfre l’avan- 
tage de pouvoir introduire dans Ja geometrie m&me, de nouvelles conceplions. 
et de generaliser par exemple immediatement l'idee du centre des movennes 
distances, et de la transformer en celle du centre d’inertie. 

Pour donner ä la formule (IV.) une autre forme analylique, designons 
par 2, Yı, 2 les coordonnees du centre de P, rapporte a trois axes rectangles. 
ayant leur origine en un point arbitraire K; par x, yı, 21 celles du centre 
de P',..., et par X,, Y,, Z, celles du centre general; le tout etant rapporte 
aux axes rectangles en A. On aura donc: 

KE=-&KHY4+Z; @-N+4y-NHeR-Neatyita: 

-1!=rn—-10, Y-Y=Y—-Yy, 2-!=n—2%,... 
et la formule (IV.) devient, en substituant encore les masses m, m’, ... aux 
poids P,P',...: 


ku ID 


Vu) XAY4Z 
_ Em tyit2) _ Some ta a) Hy He 
Be Sm (F.m)® 





“ 
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ei lelle est, aux nolalions pres, Ja formule donnee par Laplace (lome ], p. 45). 
Quant au resultat de transformalion etabli par Porsson (tome I. p. 117), il n'est 
qu’un cas parlieulier de l’equation (IV.), et il en resulte par ’'hypothese deja 


faite de AG —0. 


Remarque XAll. 

On sail que la methode d’Euler, d’exposer les lois generales de l’equi- 
libre des uides est basce sur le prineipe experimental de l’egalit@ de pression 
en tout sens. Mais Lagrange, qui ne considere pas celte propriele comme 
indispensable dans cel expose, deduit en elfet ces lois du principe des vitesses 
virtuelles et de la nalure des fluides. consideres comme des amas de mole- 
eules tres delices, independantes les unes des aulres, et parfaitement mobiles 
en tout sens. Toutefois on ne voit pas bien comment la demonstration qu’il 
donne de ce principe, est valable pour le cas d’un liquide et d’un fluide elastique. 
On ne saurait @viter la difüiculte, en suivant la marche de Poisson qui de- 
montre le prineipe,. en admellant celui de l’egalit@ de pression en tout sens. 
D’un autre cöle, Ja methode d’Kuler est d’une simplieite et d’une lucidite telle 
qu’elle a eu jusqu’a ce jour, et qu’elle aura sans doute long-temps encore la 
preference sur toule autre; dans l’enseignement surlout, oü il convient de ne 
jamais s’ecarler Irop des resullats immediats de la science. Nous essayerons 
dans ce qui suil de demontrer a la fois le prineipe des moments virluels, et 
celui de la transmission des pressions pour le cas des fluides. 

Concevons plusieurs forces P, P', P",... appliquees par le moyen de 
pistons a un amas de moleenles fluides, cens&e incompressible, et contenu par 
les parois solides d’un vase absolument fixe; et supposons que l’@quilibre sub- 
siste. Soient 8, 8’, 8”, .... les surfaces des pistons, susceptibles de glisser 
dans des eylindres qui les emboilent exactement. Si par l’intervention d’une 
force elrangere ajoulce aA P, on trouble l’equilibre, en enfongant le piston S 
d’un chemin dp, le volume fluide diminue de ce cöte d’une quantite infiniment 
pelite dV, tandis que du cöle des pistons S’, 5”, ... qui seront refoules du 
dedans en dehors des chemins dp’, dp",... il augmente des quanlite dV’, dV",..., 
el l!’on a en verlu de l’incompressibilite: 

dV —dV'—dV"— ...—0, mas dV —= Sdp, dV' = S’dp', d’ou: 
Sdp — S’dp' — S" dp" — =. 

Or comme l’equilibre general subsiste dans l’amas fluide, il faut que 

chaque moleeule soit en equilibre, tant sous l’aclion de la force elementaire 
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propre .dm qui la sollicite, que sous l’aclion des pressions quelle recoit des 
molecules adjacentes, ei lesquelles pressions sont dües aux forces propres 
de celles-ei et aux forces exterieures P, P', P",.... II faut done que la somme 
des projections orthogonales de toutes ces forces, relatives a une meme mole- 
cule, sur un axe quelconque, seit nulle, ou ce qui revient encore au meme 
ici, que la somme de leurs moments virluels soit cgale a zero. I s’ensuit de 
la que la somsme totale des moments virtuels des forces exterieures P, P', P' .... 
des forces propres ydm, y'dm", g"dın”, ... qui sollieitent les molceules, ei 
des forces de pression qui peuvent leur älre transmises, est aussi egale & 
zero. Mais la somme des moments de ces forces de pression doit etre nulle 
idenliquement, comme etant composce d’une suite indefinie de termes egaux 
deux-a-deux et contraires. Car si une molecule, prise ou l’on veut dans la 
masse Iluide, souffre sur une face do, dirigee d’une maniere quelconque, une 
pression .do, il faut qu’elle exerce pour l’equilibre, sur la face do de la 
molecule adjacente une pression —rı.dwo. Or dans le deplacement elementaire 
que suppose le prineipe des vitesses virtuelles, ces deux molecules ne cesseront 
pas de rester juxla-posees; et quoique l’on concoive qu’elles puissent glisser 
l’une sur l’autre par la face commune do, il est manifeste que leur deplacement 
dans le sens normal au plan de dw, doit eire le möme; de sorte que la somme 
des moments virtuels des pressions mutuelles qu'elles se communiquent, est 
nulle. Si done on denote par ds le chemin decrit par la masse dın dans les 
sens de sa force elömenlaire propre p.dm, lors du deplacement des pistons el 
de la masse fluide dans le vase fixe, il restera simplement pour somme totale: 
>. Pdp-- S.pdn.ds —= 0... e.q.f.d. 

Le signe de sommalion 5 s’elendant a toutes les molecules de la masse 
pour le cas partieulier ou les molecules fluides sont censees depourvues de 
toute force propre, on a en chaque point 9—==0, ce qui donne: 

>&.P.dp — 0. 
Pour le cas de deux forces seulement, P, P', on deduit dela Pdp — Pay 
' 

— dd 0, et comme dV’— dV pour les fluides incompressibles, 
on obtient P:S—P':S’. Il s’ensuit delä que si la force P agit seule, ‚S’ elant 
alors une paroi fixe, elle doit transmettre par unite de surface une pression P: 8, 
et sur S’ une pression P.S’:S, quelle que soit la position de 8’; ce qui 
demontre legalite de pression. 

Bruxelles ce 15 Mars 1849. 


RER 
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13. 


Über die Sätze vom Parallelogramm der Kräfte 
und vom Hebel; so wie vom Parallelepipedum 
der Kräfte. 

(Vom Herausgeber.) 


Vorbemerkune. 


g 
5. 

Der Satz vom Parallelogramm der Kräfte läfst sich auf den Satz 
vom Hebel oründen, also me/felbar beweisen; wie es z. B. Pornsot in seiner 
Statik versuchte. Eben so läfst sich umgekehrt der Satz vom Hebel auf den 
vom Parallelogramm der Kräfte gründen, also ebenfalls mittelbar beweisen: 
wie es z.B. Fytelwein in seiner Statik gethan hat. Auch fehlt es nicht an 
mancherlei wnmettelbaren Beweisen des einen und des andern Satzes, unab- 
hängig von einander. Die unmittelbaren Beweise des Satzes vom Hebel sind 
einfach, und bedürfen nur gewöhnlich des Überganges vom Rationalen zum 
Irralionalen. Diejenigen vom Parallelogramm der Kräfte sind zum Theil 
sehr künstlich, und beschreiten gewöhnlich ebenfalls jenen Übergang. Kürz- 
lich hat ‚Möbeus den unabhängigen Beweisen des Satzes vom Parallelogramm 
der Kräfte noch einen neuen, sehr sinnreichen Beweis hinzugefügt, welchen 
auch dieses Journal im 2ten Heft 42ten Bandes (8. 179 etc.) mittheilte. 

Wir wollen hier versuchen, die möttelbaren Beweise der beiden Sätze, 
die man für die Elemente gewöhnlich vorzieht, noch etwas schärfer und ein- 
facher zu geben: dann aber andere, unmettelbare Beweise der beiden Sätze 
anheimstellen, aus deren jedem der andere folgt. Endlich werden wir einige 
Bemerkungen über den Satz vom Parallelepipedum der Kräfte beifügen. 

Da ein so ausgezeichneter Mathematiker wie Möbzus noch neuerdings 
es nicht verschmäht hat, sein Nachdenken auf diese elementaren Dinge zu 
richien, so wird es dem Herausgeber dieses Journals erlaubt sein, auch seine 
Ansichten darüber hier möglichst kurz mitzutheilen. In der That ist die mög- 
lichst feste und einfache Begründung der Mathematik nzcht minder wichtig, 
als die immer weitere Entwicklung derselben. Auch ist sie wohl eben so 


schwierig, als diese, ja selbst eben so unmöglich, als der Abschlufs der 


oO 
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weitern Entwicklung. Die Mathematik bewegt sich, gleich allem menschlichen 
Wissen, zwischen zwei unbegrenzten Unendlichen. Sie hebt sich aus der 
unergründlichen Tiefe des einen Unendlichen hervor, und strebt, immer weiler 
sich entwickelnd, nach oben zu einem andern Unendlichen. Beide sind un- 
begrenzt. In der Geometrie z. B. sucht man vergebens seit Jahrtausenden 
nach einer genügenden Theorie der Parallelen; und eine Erklärung der Köbene. 
die strenge und zugleich für das Weitere brauchbar wäre, giebt es nicht. 
obgleich schon die Elemente sich überall in der Kbene bewegen. Sie sprechen 
immerfort von der Ebene, und sagen doch nicht deutlich, was sie eigentlich 
sei. Wenn Jemand sagt: die Geometrie habe keinen sichern Grund, sondern 
müsse wohl nur deshalb richtig sein, weil alle ihre, auf den vorausgesetzten 
Grund aufgeschichteten strengen Schlüsse nirgends auf Widersprüche führen, 
so dürfte sich dagegen nicht viel einwenden lassen. Daher möge man denn 
auch fortgesetzte Bemühungen um die möglichst feste, wenigstens klare und 
einfache Begründung der Elemente nicht verwerfen und nicht etwa gleich- 
gültig darauf hinabsehen. 


Beweis des Salzes vom Parallelogramm der Kräfte, wenn der Satz vom Hebel als 
bewiesen vorausgeselzt wird. 


2. 

A. Der Satz vom Hebel besagt. dafs zwei Kräfte p und g, die in be- 
liebigen, aber parallelen Richtungen AA, und BB, (Fig.1, Taf. Il.) auf den 
Hebel AUB wirken, um denjenigen Punct C im Gleichgewicht sind, dessen 
Entfernungen CA=a von A und CB=b von B sich verhalten, wie y zu 
p, so dals 

(1) ap = bg ist. 

B. Wenn man von Kräften p und 4 spricht, so meint man unter den 
Buchstaben p und 4 ganze oder gebrochene, rationale oder irrationale Zahlen, 
deren Kinheit irgend eine zur Einheit angenommene Kraft ist. Eben so, 
wenn man von den Entfernungen @ und 5 des Puncts Ü von A und B spricht, 
so meint man unter den Buchstaben « und 5 ganze oder gebrochene, rationale 
oder irralionale Zahlen, deren Einheit irgend eine zur Einheit angenommene 
Länge der geraden Linie ist. 

Offenbar ist es aber ganz gleichgültig, welche Kraft man zur Einheit 
der Kräfte und welche Linienlänge man zur Einheit der Linienlänge setzt. 
wenn man nur stets dieselben Einheiten beibehält. 

Crelte’s Journal f. d.M. Bd. XLIV. Heft 3. 29 
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©. Hat man nun für die auf den Hebel wirkenden beiden Kräfte 
irgend eine Araft-Einheit angenommen, so läfst sich, da auch die Längen- 
Einheit für die Zinien willkürlich ist, offenbar eine solche Längen-Kinheit 
annehmen, dafs die Linie CB=b durch dieselbe Zahl p ausgedrückt wird, 
durch welche man die Kraft » gemessen hat, so dafs also die Zahl db der 
Zahl p gleich ist. Dann aber muls hier, vermöge des Satzes vom Hebel (1.). 
wegen bp, auch notkwendig a—g sein; denn ap—=bg giebt für b=p, 
ap = pg, folglich «= g. 

So drücken nun die Zahlen p und g vollständig die Gröfse der beiden 
Kräfte und zugleich die Länge der Linien BC und AC aus, und die Fryur 
giebt ihre Richtung an. 

D. Man lege jetzt in der Richtung der geraden Linie ACB an A die 
Krafiı A4d,—p und an B die gleiche Kraft BB, = p, so ändern diese neu 
hinzukommenden Kräfte an der Wirkung auf den Hebel nichts; denn sie 
heben sich auf. | 

E. Statt der beiden gleichen Kräfte AA,—p und AA,—p setze 





man eine mittlere Kraft AA,, die eben so auf den Punct A wirkt, wie jene 
beiden Kräfte. Die Richtung dieser mittlern Kraft macht nothwendig mit AA, 
und AA, gleich grofse Winkel A,AA, — 4,44,. Denn da die Kräfte 
44, und AA, gleich grofs sind, so ist kein Grund vorhanden, weshalb die 
Richtung der mittlern Kraft derjenigen der einen Kraft näher liegen sollte, als 
der der andern. Die Gröfse der miltlern Kraft bleibe einstweilen dahingestellt. 

F. Eben so setze man statt der beiden Kräfte BB,—=p, und BB,=—yq 
eine meltlere Kraft, die eben so auf den Punct B wirkt, wie jene beiden. 
Von dieser mitllern Kraft sind sowohl Richtung als Gröfse noch unbekannt. 
Von der Richtung weils man blofs, dafs sie, wie z. B. die Linie BB,, zwischen 
die Linien BP, und BB, fallen mufs: denn sie kann weder :r eine dieser 
Linien, noch aufserhalb des Winkels B,BB, fallen. 

G. Da aber auf diese Weise die Winkel 4,AB und B,BA zu- 
sammen jedenfalls gröfser als zwei rechte sind. indem 4;,AB und B,BA 
zusammen zwei rechte ausmachen, so müssen sich A, A und B,B noihwendig 
oberhalb AB irgendwo schneiden. Es geschehe in M; von wo nun auch eine 
Linie MM,, mit AA, und BB, parallel gezogen, die Linie AB zwischen A 
und B treffen muls. 

H,. Nun stelle man sich AM und BM etwa als feste Stangen vor. 
Legt man dann an den Punct M dieselben vier Kräfte, welche an A und B 
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wirken, nach denselben Richtungen, nemlich die Kraft MM, — p — AA, 
parallel wit AA, die Kraft MM, —p=BB,, parallel mit BB,, und die 
Kräfte MM, —=p=— 44, und MM, —=g4= BB, parallel mit p und 4, so 
werden diese vier Kräfte MM, . MM,, MM,und MM, eben so auf den Hebel AB 
wirken, wie die vier Kräfte A4,, 44,, BR, und BB,, und folglich auch 
eben so, wie blofs die beiden gegebenen Kräfte A4A,—p und BB,—g, indem 
die beiden übrigen Kräfte 4A,=p und BB,=p sich aufheben (D.). Und 
da auch in M die beiden gleichen Kräfte MM, —p und MM, —- p sich aufheben, 
so bleiben nur die beiden Kräfte MM, —=p und MM, = g übrig, die also 
nun eben so auf den Hebel wirken, wie die Ad,—=p und BB, —g. Sie 
fallen in eine und dieselbe Linie, nach gleicher Richtung, und folglich machen 
sie zusammen die Kraft 
(CD u Zu 

aus, die von AA,—=p und BB, —g in der Richtung MM, parallel mit AA, 
und BB, hervorgebracht wird. Deshalb wird dann auch, wenn man in dem- 
jenigen Punct, in welchem MM, die AB schneidet, eine Kraft p--g in ent- 
vegengesetzter Richtung M, HM an den Hebel anbringt, diese Kraft den Kräften 
44;,—=p und BB, —y das Gleichgewicht halten und folglich jener Schneide- 
punct der Ruhepunct des Hebels sein. 


I. Da die für die mettlere Kraft von BB,—=p und BB,—y voraus- 
gesetzte Richtung BB, noch unbekannt ist, so ist auch der Punct M unbe- 
kannt, wo B,B verlängert, die Verlängerung der ihrer Richtung nach 
bekannten mitllern Kraft A,A schneidet, mithin auch der Schneidepunct von 
MM, und AB, und folglich auch der Aiuhepunct des Hebels. 


Aber der Punct M ergiebt sich aus dem als bewiesen vorausgesetzten 
Satz vom Hebel. Nach diesem Satze liegt der Ruhepunet CE um y von A 
und um » von B entfernt. Also folgt umgekehrt, dafs der Punct #7, in 
welchem sich die Richtungen 4, A und B,B der mittleren Kräfte von AA,=p, 
44A;,==p und von BB, =p und BB,— g verlängert schneiden, derselbe ist, 
in welchem eine mit AA, oder BB, durch Ü gezogene Parallele die Ver- 
längerung von 4,4 trifft. 

Dadurch ist der Punet M vollständig bestimmt. Und da die Winkel 
CAM, A,AA,,. A,4A, und MAC einander gleich sind, so ist das Dreieck 
AMC- über AM gleichschenklig, und folglich it MC —= AC=g und M, fällt 
in ©, wegen MÜ—= AC =. 


29 * 
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K. Da jelzt der Punet M bekannt ist, so ist nun auch die Richtung MB 
der Verlängerung der vorausgesetzten Äüöchtung BB, der mittleren Kraft 
von BB, —=p und BB, —g bekannt. Sie ist die der Diagonal des Vier- 
ecks MM,CB; und dieses Viereck ist ein Parallelogramm, weil PHIM,— CB 

:p und parallel mit CB ist. Dem Parallelogramm M,M, ist aber, wenn 
man BB, mit BD, und D,B, parallel mit BB, zieht, die sich dann in der 
verlängerten MB schneiden, das Parallelogramm B,B, gleich: also ist die 
Richtung der millleren Kraft von BB, —=p und BB, —=g die der Diayonal 
des über » und 4 beschriebenen Parallelogramms. So ist die Richtung der 
mittleren Kraft von p und g gefunden. 


d.. Es kommt nun noch auf die Gröfse der mitllern Kraft von p 
und y an. die durch & bezeichnet werden mag. 

Man setze, es sei x mzcht gleich der Diagonal BB, des Parallelo- 
oramms B3,B,, sondern z. B. kleiner, und gleich BN. Dann mülste eine 
Kraft s—=BN,—=DN, in entgegengeseizter Richtung von BN, mit den beiden 
Kräften BD, =p und BB, —g im Gleichgewicht sein. Also müfste auch 
die mittlere Kraft der beiden Kräfte BN,—=x und BB, —g grade die ent- 
vegengesetzte Älzchtung der dritten Kraft BB, —p haben. Aber die mittlere 
von zwei Kräften hat immer, wie oben gefunden, die Richtung der Diagonal 
des über den beiden Kräften beschriebenen Parallelogramms. Also würde 
hier die mittlere Kraft von BN,—=z und BB, — y die Richtung der Diagonal 
BN, des Parallelogramms BN,N;B, haben. Diese Richtung ist aber offenbar 
nicht die Verlängerung von BB,. Also kann nicht z< BB, sein. 


Seizt man s>DBB,, z.B. =BL und BL, = BL, so mülfste die 
mittlere Kraft von BL,=x und BB, —g die Richtung der Diagonal BL; 
des über BL, und BB, beschriebenen Parallelogramms BL,L,B, haben. 
Diese Richtung ist aber wiederum necht die Verlängerung von BB,. Mithin 
kann auch nicht x > BB, sein. 


Folglich kann nur z gleich BB, sein, und die Diagonal BB, des über 
BB, = p und BB, —=g beschriebenen Parallelogramms BB,B,B, drückt 
die mittlere Kraft von p und g sowohl nach @röfse als nach Richtung aus; 
welches der Satz vom Parallelogramm der Kräfte ist, begründet auf dem 
Satz vom Hebel. 
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jeweis des Salzes vom Flebel, wenn der Satz vom Parallelogeramm der Kräfte 
als bewiesen vorausgeselzt wird. 


3. 

A. Es ist zu diesem Beweise nicht der vollständige Satz vom Parallelo- 
oramm der Kräfte, sondern nur der Satz ($.2. A.) nöthig, nemlich, dafs die 
mittlere Kraft zweier Kräfte pyundy die Archtung der Diagonal des über y= 4 
beschriebenen Parallelogramms hat. 

B. Man lege nemlich, wie oben. an den Hebel noch die beiden sich 
aufhebenden Kräfte AA, = p und BB, =p, so kommt es nur darauf an, in 
welchem Puncte M die Richtungen A,AM und B,BM der mittleren Kräfte 
von AA, =p, A4d,—=g und von BB,—=p und BB,—g sich schneiden. 
Denn legt man an diesen Punct M, wie oben, die vier Kräfte MM, — p, 
MA, —p parallel mit AB, und MM,—p und MM, —g parallel mit AA 
oder BB,, so wirken dieselben eben so auf den Hebel, wie die beiden gege- 
benen Kräfte p und g, und der Punct CE, in welchem eine Parallele mit AA, 
oder BB,, durch M gezogen, die Linie AB schneidet, ist der Ruhepune! 
des Hebels, in welchem eine Kraft MM, -- MM, = p--g, in entgegengesetzter 
Richtung von p und y angebracht, den Kräften p und g das Gleichgewicht hält. 

C. Ist nun bewiesen, dafs die mittleren Kräfte von BB, =-p und 
BB,—=g und von Ad, —=p und AA,—p die Richtungen BB, und AA, 
der Diagonalen der Parallelogramme B,B, und A,A, haben. so werden die 
Richtungen der Linien AM und BM durch die Winkel « und 3 in den 
Dreiecken ACM und BCM bestimmt. Zieht man daher MC durch M mit 
AA, oder BB, parallel, so mufs 


BC BD 
m P? und 


i Rr 2 ACC AA _P_ 
3 —EU7’E, 


MC AA, gq 
sein. Dies giebt, Eins durch das Andere dividirt: 


BC pp, 
(4.) Au % 


und dies ist der Satz vom Hebel. 








Vorbemerkungen zu andern unabhängigen Beweisen der Sätze vom Parallelogramm 
der Kräfte und vom Hebel. 


4. 
A. Eine Kraft wird durch die Zahl, welche angiebt, wievielmal sie 
eine zur Einheit angenommene Kraft enthält, und durch eine gerade Lane 
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bestimmt. welche die Richtung der Kraft hat. Giebi man dieser Linie eine 
bestimmte Länge, welche ihrerseits durch die Zahl der in der Länge ent- 
haltenen J.ängen-Kütnheiten gemessen wird, so lälst sich, wenn man die Zahl 
der Längen-Einheiten der Zahl der in der Kraft enthaltenen Kraft- Einheiten 
entweder gleich setzt, oder beide in ein bestimmtes Verhältnifs bringt, die 
Kraft durch die Linie, nach Arrchtung und Stärke vollständig bildlich dar- 
stellen. Also wird eine Kraft überhaupt durch Zahl und Forn, oder durch 
Fahl und Raum dargestellt. 

B. Dies reicht in den Fällen, wo Kräfte einander das Gleichgewicht 
halten, und wo folglich keine Bewegung entsteht, also in der Statik, völlig 
aus; wie es sich z. B. beim Parallelogramm der Kräfte zeigt. Aber wenn 
Iiräfte nzcht einander das Gleichgewicht halten, sondern Bewegung erfolgt, reicht 
die obige bildliche Darstellung der Kräfte nicht hin, weil die Bewegung durch 
Richtung und Ausdehnung, also dureh Zahl und Raum noch nicht vollständig 
semessen wird. sondern auch noch die Zeit in Betracht kommt; denn es 
kommt darauf an, in welcher Zeit diese oder jene Ausdehnung in dieser oder 
jener Richtung durchlaufen wird. Die Zeet wird ihrerseits durch eine Zahl 
von willkürlich angenommenen Zest-Kinherten gemessen. Also sind zum Messen 
der Bewegung zusammen Zahl, Richtung oder Baum, und Zeit nöthig. 

Die Zahl oder Menge ist ein Urbegriff; die Richtung oder die Form 
des Raums ist es gleichfalls. und die Zeit ebenfalls. Alle dres (nicht blofs 
die beiden: Aaum und Zeef) sind für die Gröfsenlehre, wenn man es so 
nennen will, Formen der Wahrnehmung. 

Die Analysis oder flechenkunst beschäftigt sich blofs mit der Zat, 
ohne weitere Anwendung auf die Dinge. Die Geometrie verbindet bei ihren 
Untersuchungen Zahl und Baum; die Mechanik: Zahl, Raum und Zeit. 
Rechenkunst, Geometrie und Mechanik sind auf diese Weise die drei wesent- 
lichen Theile der Mathematik oder Gröfsenlehre. 

C. Für denjenigen Theil der Mechanik, welcher blofs das Gleich- 
gewicht der Kräfte, nicht die Bewegung betrachtet, ist der Begriff der Zeit 
gletehgültig; sie kann, von Null bis Unendlich, sein was man will. Die Statik 
stellt. wie schon bemerkt, die Stärke der Kräfte durch die Länge von 
seraden Linien bildlich, und die Richtungen der Kräfte durch die Archtung 
dieser Linien vor. und bedarf so nur der Urbegriffe von Zahl und Raum. 

D. Aber es hindert nichts, das @lerchgewicht von Kräften auch auf 
die Weise zu untersuchen, dafs man annimmt, diese oder jene, zugleich wir- 
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kenden Kräfte kämen neben einander wirklich zu ihrer Wirkune und er- 
zeugten Bewegung. Ist dann das Eind-Ergebnifs dasselbe, wie das von der 


Wirkung dieser oder jener andern zugleich wirkenden, ebenfalls neben ein- 
ander zur Wirkung gelangenden Kräften, so darf man mit Grunde schliefsen. 
dafs die erste Gruppe von Kräften, zugleich wirkend, der zweiten Gruppe 
(die letzte in grade entgegengesetzten Richtungen angenommen) das Gleich- 
gewicht halten werde, weil die zweite Gruppe, nach der ersten und in ent- 
gegengesetzten Richtungen wirkend, die Masse, auf welche die Wirkung ge- 
schieht, grade wieder nach demselben Orte zurückführen würde, von welchem 
die erste Gruppe sie entfernte. 

Diese Ansicht wollen wir auf den vorliegenden Gegenstand anzuwenden 
versuchen. Es werden dazu folgende Lehnsätze nöthig sein. 


Lehnsätz e. 


>. 

A. Wirkungen verhalten sich unter sonst gleichen Umständen wie 
die Ursachen; und umgekehrt. Wenn man will, kann man diesem Satze auch 
noch erst den einfacheren Satz vorausschicken, dals gleiche Ursachen gleiche 
Wirkungen haben, und umgekehrt; was offenbar ohne Beweis richtig und 
folglich Grundsatz ist; und dann den Satz erst für rationale Verhältnisse 
von Ursachen und Wirkungen, hierauf, nach der gewöhnlichen Art des Über- 
ganges vom Rationalen zum Irrationalen, auch für zrratzionale Verhältnisse 
beweisen. 

B. Die Geschwindigkeiten ce und Ü, welche eine auf eine und die- 
selbe träge Masse M unveränderlich stark fortwirkende, sich gleich bleibende 
l 
M 
(nemlich der auf die Einheit der Masse kommende Theil der Kraft) in ver- 


Kraft P also auch die sich gleichbleibende beschleunzgende Kraft p = 


schiedenen Zeiträumen £ und 7’ hervorbringt, verhalten sich wie diese Zeit- 


räume, und umgekehrt, so dals 
Ü T Ü ei; 
(3.) = === T und T -_— T 1st, 
Denn die verschiedene Dauer der sich gleichbleibenden Kraft und die 
Masse sind hier die Ursachen und die hervorgebrachten Geschwindigkeiten 
die Wirkungen, und diese verhalten sich wie jene (£.). 


©. Die Geschwindigkeiten ce und Ü', welche verschiedene, auf eine 
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und dieselbe träge Masse M unveränderlich stark fortwirkende, sich gleich 
bleibende Kräfte @ und P, also auch die sich gleichbleibenden beschleun:i- 


‚ a pP 0 Pr - . . . 
genden Krälte » r] und 4 = TEL glerchen Zeittheilen / hervorbringen. 
verhalten sich wie die Aräfte, und umgekehrt, so dafs 

Y C Ü 1. 
0. — — — — —ısl. 
so Ü pP p 


Denn die verschiedenen, für dieselbe Masse und Zeit sich gleich- 
bleibenden Kräfte sind hier die Ursachen: die in den gleechen Zeiltheilen 
hervorgebrachten Geschwindigkeiten sind wieder die Wirkungen; und diese 
verhalten sich wie jene (A.). 

D. Die Aäumer und KR, durch welche eine und dieselbe Masse M von 
„wei verschiedenen, unveränderlich stark fortwirkenden bewegenden Kräften 
() 


O0 und P/, deren zugehörige beschleunigende Kräfte y und p also y= ıY 


> 
und » jy Sind, in gleichen Zeittheilen T fortgetrieben wird, verhalten 
sich wie die Kräfte, und umgekehrt; so dafs also 
(7) R p ; 
@ ar — et a FERER 15 . 
r 0 7) 


«. Denn man steile, bildlich, durch die Abseissen At,, At,,.... AT (Fig.2) 
verschiedene Zeiträume t,, 5»... T, und durch die auf diese Abseissen senk- 
rechten Ordinaten /,c,, 56. ... Te und U), L.C,.... TC die von zwei 
verschiedenen bewegenden Kräften O und P auf eine und dieselbe Masse WM, 





ei 0 P_ 
also die von den beschleunigenden Kräften gm T und p: ag in den 
4 4 
Zeiträumen 4. &.... 7 hervorgebrachten Geschwindigkeiten c,, €, ... ec und 
C,.C,,... C vor. so bezeichnen offenbar, eben so bildlich, die Flächen f 


und F' der beiden Figuren TAec,c,...c und TAC,C,... C die Räume r 
und #2, durch welche der Körper von den beiden beschleunigenden Kräften 
y und p in der gleichen Zeit T' fortgetrieben wird. 


b. Nun ist für die Kraft 4 nach (5. 2.) rn — ..—— und für 











i T 
lie Kraft p,  — & , also ist in der Fi 
1} { A —— u 00 En. dis S j ı7° +10 r 
dıe KArall? 7 , 7 01 in el gu 
; et c,t, cT Gi Gt, CT 
(S.) Pi sch ER — —— 6060 Cm rn und 5 - ß — 000 Zu —e 
At, At, Al At, At, Al 


und folglich sind Ae,e,...ce und AU,C,...C gerade Linien und die Figuren 
TAc,e,...ce und TAC,...C sind geradlinige rechtwinklige Dreiecke. 
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Fu) a 


e. Die Flächen f und F' dieser Dreiecke sind 
(9) f=:ATxTe und F=ıATxTY(C. 
Und da AT die Zeit T und Te und TC die Geschwindigkeiten e und € 
vorstellen, so ist 
(10) f=4Te ud F=1ıTC. 
d. Die Flächen f und F’ stellen aber die Räume vor, durch welche die 
hräfte » und Q den Körper in der gleichen Zeit 7' getrieben haben («); also ist 
(11) r=}4Te wd R=-1ıTC. 


e. Hieraus foigt 


J° b. PN. 

(12.) m n 

ne 0 Be 

und da zufolge (6. CE.) ee ist: 
an R P y 
(15.) r7 0 7? 


wie (7.). 
E. Wenn die bewegende Kraft S die Masse M in der Zeit 7' durch 


den Raum r zu treiben vermag, so vermag sie die Masse m in derselben 


ie) 
. r IR Mr . R 
Zeit 7 durch den Raum R — ——- zu treiben. so dafs 
In 


(14) Mr = mBR ist. 
Denn die beschleunigenden Kräfte, welche N auf M und m her- 


vorbringt. seien 
$ 


m 





(15) gy= - und yp 


Diese beschleunigenden Kräfte wirken auf gleiche Massen, nämlich auf die 
oemeinschaftliche Kinheit der Massen M und m; also ist nach (13.) 


kh » 
(16.) re 
und. hierin die Ausdrücke von p» und y (15.) gesetzt: 
n r 38,85 m u 
(1 ‘.) R BZ M a = M oder Mr = mi, 


wie (14.) 


Unabhängiger Beweis des Satzes vom Parallelogramm der Kräfte: 
ohne den Satz vom Hebel. 
6. 
A. Wenn auf eine Masse in € (Fig.3) zwei gleiche Kräfte D,U=r 
und D,C—r zugleich wirken, so wird es immer eine möftlere Krafı AU==p 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLIV. Heft 3. 30 
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seben, welche auf Ü dieselbe Wirkung hervorbringt, wie die beiden gleichen 
Kräfte r. Ihre Züchtung AU wird den Winkel D,CD, Ahalbiren; ihre Gröfse 
oder Stärke bleibt einstweilen dahingestellt. 

Wenn nemlich die beiden Kräfte r auf CE zugleich wirken. so kann Ü 
ollenbar weder in der Richtung D,CUD,, noch in der Richtung D,CD,; fort- 
getrieben werden. Die Kraft D,Ü lenkt C von der Richtung D,CD, nach 
oben hin, und die Kraft D,U von der Richtung D,CD, nach unten hin ab. 


so dafs sich CE in einer Richtung AUE Tortbewegen wird, welche zwischen 


DE und DU fäll. Aber es ist kein Grund vorhanden, warum AU näher 
an DU, als an DC liegen sollte, und folglich wird AC den Winkel D, CD, 
kalbiren. Und da nun © wirklich in dieser Richtung AC sich fortbewegen 
mufs. so wird es auch nothwendig irgend eine nach AC selbst wirkende 
Kraft » geben, welche Ü eben so forttreibt, wie die beiden zugleich wir- 
ikenden gleichen Kräfte DAU=r und D,Ü=r. 

2. Wenn auf eine, von einer bewegenden Kraft P, oder von einer be- 
schleunigenden Kraft y„—=CA (Fig. 4) in der Richtung AC fortgetriebene Masse 
in ©, eine zweite beschleunigende Kraft „= BÜ in der auf AU senkrechten 
Richtung ZU wirkt, so behält p in allen mit AC parallelen Richtungen ihre 
volle Wirkung. Sie wird in allen diesen Richtungen durch 4 weder ver- 
stärkt noch geschwächt; p wirkt in allen diesen Richtungen so, als wenn 4 
var nicht da wäre. 

Denn es sei erst blofs p ohne 4 vorhanden und man lasse auf Ü noch 
„wei andere gleiche Kräfte D,Ü=r und D,C=r in Richtungen wirken, 
die mit AU gleiche Winkel machen. Dann wird die Richtung der mittleren 
Kraft, welche zufolge (A.) die Stelle der beiden Kräfte r vertritt in AC 
allen. Jede der beiden gleichen Kräfte r aber wird zu der mittleren Kraft 
olfenbar einen gleichen Theil s beitragen: also wird p durch die beiden gleichen 
Kräfte » um die Kraft 2s verändert werden. Nun lasse man den beiden 
gleichen Kräften I, UC—r und D,Ü=r zwei andere gleiche Kräfte D, =r 
und D,U=r grade entgegen wirken: so wird auch die die Stelle dieser 
oleichen Kräfte D,U—=r und D,Ü—r vertrelende mittlere Kraft die Kraft y 
um 20 verändern und ihre Richtung wird in die gerade Linie &CA fallen. 
Aber die Kräfte D,ÜU—=r und D,C=r, so wie D)Ü—=r und D,C=r, 
heben sich gegenseitig auf. Also müssen auch ihre zmeii/leren Krälte 2s 
und 20 sich aufheben, so dafs s—=0 sein mufs; und die Wirkung auf € wird 
so sein. als wenn die vier Kräfte r gar nicht da wären. Aber, das=o 
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sein mufs, so werden auch die Theile s und 5, welche die Kräfte DU--r und 


D,C==r zu der Wirkung auf EC in der Richtung AU beitragen. einzeln 
sich aufheben, und diese beiden Kräfte werden auf CE in der Richtung AUE 
gar keine Wirkung haben. Die Stelle der beiden Kräfte ,U==r und DC 
kann nun zufolge (A.) eine mittlere Kralt, welche —=yg sein mag, vertreten. 
die dann Dasselbe thut, wie jene beiden. Die Richtung PU dieser mittleren 
Kraft y wird zufolge (A.) den Winkel CD, halbiren, also auf AUEB senk- 
recht stehen. Mithin hat die nach ZU senkrecht auf die Richtung AU von p 
wirkende Kraft g auf die Bewegung der Masse in Ü nach AC, und nach allen 
Richtungen die mit AU parallel sind, gar keine Wirkung. 


- 


Ü. Wenn zwei beschleunigende Kräfte » und 4, deren Richtungen 
AU und BÜ (Fig. 5) auf einander senkrecht stehen und deren Stärke durch 
die Linie AC und BÜ vorgestellt wird, glechzeitig auf C wirken, so wird 
eine wöltlere Kraft s, deren Richtung und Stärke durch die Richtung und 
Länge der Diagonal De des Rechteckhs ABUD vorgestellt wird, auf € 
dieselbe Wirkung haben, wie p und y zusammen. 

. Denn man setze, die Kraft p könne die Masse in Ü in einer Ebene, 
in welcher AUB liegt, frei in der Richtung AU, so wie in jeder damit 
parallelen Richtung, forttreiben,. und sie treibe sie wirklich in der Zeit T 
durch die Länge CA, —=R fort. Ferner stelle man sich vor, 4 könne €, 
nur zusammen mit der Ebene AUB selbst, in der Richtung BC, so wie in 
alien damit parallelen Richiungen. frei forltreiben und sie treibe so die Masse 
in derselben Zeit T' durch die Länge UÜB,==r fort. Dann gelangt € durch 
die gleichzeitige Wirkung von p und g nach einem Puncle D, in der ver- 
längerten Ebene durch ACB, der von der Linie BUB, um die Länge Cd, — KR 
und von der Linie ACA, um die Länge ÜB,—=r senkrecht entfernt ist. 
Denn während die Masse in CE durch » von Ü bis A, fortgetrieben wurde. 
hal y sie. sammt der Ebene, um CB, —-r von der Linie ACA, senkrecht 
entfernt. so dafs die Linie ACA, in die um r von ihr entfernte Parallele KERE, 
und also Ü nach einem Puncte 2, gelangt ist, der um Zt von BUB, und um 
r von ACA, senkrecht absteht. Dieser Punet D, ist der € gegenüberlie- 
sende Eckpunect des Rechtecks A,B, unter R und r. 

b. Bei der gleichzeitigen Wirkung von p und g ist die Richtung von 
p immer mit AC und die Richtung von g immer mit BC parallel, also immer 
senkrecht auf AU geblieben. Nun haben zufolge (3.) zwei Kräfte, deren 
Richtungen auf einander senkrecht stehen, jede auf die andere, in dieser 
* 
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hrer Richtung gar keinen Einflufs: also ist die Masse in Ü von p» frei und 
ganz so fortgelrieben worden, als wenn y gar nicht da wäre, und von y ganz 


so. als wenn » gar nicht da wäre. Und da also auf diese Weise die Kräfte p 


und y ihre volle Wirkung hatten, so verhalten sich die Räume A und r, 
durch welche sie eine und dieselbe Masse in der Zeit T forteetrieben haben. 
zufolge (8.5. 2.), wie die Kräfte selbst und folglich ist 
k ,D ) AU 
u Fr Re er 4 
| r AD. 7] bt 
Mithin ist 4,8, ein dem Reckteck AB ähnliches Rechteck. 
ec. Da auch, wenn für irgend einen andern Zeitraum 7 die durch- 


laufenen Räume Ca== R, und Cb=[r, sind. eben so 


R hd p AC 
0 as — —— — 
(19.) r, ad 7 It 
ist. so ısl 
la CA 
‘) KM 
(-V.) ad AD’ 


und folglich ist, da dies für «lle Puncte von CA, und CB, gilt, ED, eine 
gerade Lanie, und die Masse in € hat unter der Wirkung der Kräfte p und 
y die Driagonal ED, des dem Rechteck AB ähnlichen Rechtecks 4,B, 
durchlaufen. 

d. Soll jetzt statt der beiden Kräfte p und y eine mittlere Kraft s 
Statt finden, welche dieselbe Wirkung auf Ü hat wie p und 4, und die also 
die Masse in Ü in der Zeit 7 allein durch die gerade Linie ÜD, treibt, so 
mufs sie zunächst die Arzchtung der Diagonal ÜD, des Rechtecks A,B, und 
folglich auch die Archtung der Diagonal des ähnlichen Rechtecks AB haben. 
Ihre Stärke ergiebt sich aus dem Umstande, dafs, da die Masse in Ü’ von p 
durch den Raum #% und von g durch den Raum r getrieben wird, die Kraft s 
diese Masse durch den Raum /=ÜD, mufs zu treiben vermögen. Deshalb 
ist denn vermöge (13. $.5. D.): 


a, s j sd Br. un BE . , j 44 
(21.) » - TA und 7 =— CB, a also (22.) $ = ca -- CB 


l 








e. Nimmt man endlich grade eine solche Zeit T' an, dafs A oder 
CA, —= AUC=-p, also auch r oder CB, —= BC=g, und mithin auch CD, 
oder I—=ÜD ist, so giebt (21.) 
CD» CD.q 


23. s = u — CD; 
(23.) 2 7 
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also stellt die Diagonal CD des Rechtechs AB, sowohl durch ihre Richtung 
als durch ihre Länge, diejenige mittlere Kraft s vor, welche auf eine Masse 
in © dieselbe Wirkung hat, wie die beiden auf einander senkrechten 
Kräfte »p und g. 

D. Wenn endlich zwei Kräfte AU=p und BC = g (Fig. 6), deren 
Richtungen mit einander einen beliebigen Winkel AUD machen, gleichzeitig 
auf eine Masse in € wirken, so stellt die Diagonal DU des Paralteto- 
yramms AB, unter AU und BU, sowohl nach Rechtung als Länge, die 
Richtung und Stärke der mittlern Kraft vor. die, allein auf die Masse in 
© wirkend, das Nemliche thul, wie p und g zusammen. 


ad. Denn man beschreibe das Parallelogramm AB unter AU= y 


und BU a 


e. 
Perpendikel AE und AF, ziehe durch CE die mit den beiden parallelen Per- 


ziehe die Diagonal CD, fälle auf dieselbe aus A und BD die 


pendikeln parallele gerade Linie @CH, und dann noch BG und AH mit CD 
parallel, also senkrecht auf GÜH: so ist AE= BF=HUl—C@G, und EH 
und #'G sind Rechtecke. 

b». Nun sind AU und BU die Diagonalen der Rechtecke ZH und 
FG: also stellt AU, nach frchtung und Gröfse, vermöge (Ü.), eine nettlere 
Kraft vor. welche auf Ü eben so wirkt, wie es zwei Kräfte EC und HC, 
zugleich wirkend, thun würden; und BC stellt, nach Achtung und Gröfse, 
eine zmiltlere Kralt vor, welche auf Ü eben so wirkt, wie es zwei Kräfte FÜ 
und @C, zugleich wirkend, thun würden. Mithin würden die vzer Kräfte KU, 
HÜ, FÜ und GÜ, wenn sie vorhanden wären. eben so auf € wirken. wie 
die beiden Kräfte Al’ und BU. Aber die zwei Kräfte HC und @Ü, unter 
den vieren, sind einander gleich und entgegengesetzt; sie heben sich also anl 
und wirken auf €’ gar nicht. Es bleiben von den auf Ü eben wie » und y 
wirkenden vier Kräften nur die beiden EU und FÜ übrig. Beide haben die 
Richtung DEU und machen also zusammen eine Kraft KC-—-FÜC aus, oder, 
weil #FÜ= DE ist, eine Kraft EU-—- BE= DC. Mithin stellt die Diayonal 
DC des Parallelogramms AB unter AC—=p und BC=yg, nach Richtung 
und Gröfse, die mittlere Kraft vor, welche eben so auf € wirkt, wie die 
beiden Kräfte p und g. 


Dies ist der Satz vom Parallelogramm der Kräfte. 
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Unabhängiger Beweis des Satzes vom Hebel; ohne den Satz vom Parallelogramm 


der Kräfte. 


‘. 

A. Man stelle sich die Rollen AC und BÜ (Fig.7.) mit einander 
verbunden und Irei um die Axe Ü beweglich, desgleichen ohne Reibung und 
Masse vor. In dem Puncete 4 wirke nach der Richtung AP, senkrecht aul 
die gerade Linie AUB, eine bewegende Kraft P auf die Masse M, und in 
7, nach der mit AP parallelen Richtung BQ, eine bewegende Kraft GO aut 
die Masse m; und zwar sollen 2 und @ von der Art sein, dafs die beschleu- 
nigenden Kräfte p und g, welche P in M und Q in ın hervorbringen. ein- 


} Be w_ I . pn 
ander gleich sind. also so. dafs 


pP 0 
24. —_ —y—=—-Z—=g ist. 
7; / m / 


2. Nun setze man. #7 und @ seien nicht da. sondern blofs P und x. 
das heifst: P wirke «allein, mittelbar durch den Hebel AUBD, auf die Masse ın: 


so muls, wenn P auf x dieselbe Wirkung hervorbringen soll, wie wenn es 


y 7 N 1 nv "7 f’ . .— Ü 
ohne den Hebel unmittelbar auf M wirkte. m —= M. Zr oder. wenn man 
I L 2 L; h 
(25.) Al a, BUÜU=5db wmnd — = %k 
a 
seizl 
M 


(26.) s= 





K 

sein. Denn seselzt. die Kraft P treibe, unmittelbar auf M wirkend. mit 
ihrer beschleunigender Kraft p, den Punet A in der Zeit 7’ durch die Länge 
des Kreisbosens Ao r, so muls es, meflelbar durch den Hebel auf 
wirkend. den Punet 3 durch die Länge des Kreisbogens B# = R zu treiben 
vermögen. wo «€? eine gerade Linie ist. Und da nun 

D3 R b 


a ng oder nie ee, Ze ee, 
Je r 7 


ist (25.), so mufls, vermöge (14. $.5. E.), m = M---; also nach (27.) 
M 


In — sein: wie (26.). 
t 


©. Nun wirke andrerseils auf diese Masse m allein die Kraft O un- 
mittelbar sund mil derselben beschleunigenden Kraft p, wie P auf M, und P 
und #2 seien nicht da. so wird @ die Masse m in der Zeit 7’ ebenfalls durch 
den Raum r (= Ace) treiben, wie P die Masse M. Man nehme jetzt die 
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Masse nm weg und setze links eine Masse X, auf welche @ dieselbe Wirkung 


mittelbar durch den Hebel hervorbringen soll, wie auf mm, so muls sie dies: 


AC a r ’ 
Masse in der Zeit 7’ durch den Raum rer = treiben ver- 
> ) t 
mögen. Also mufs zufolge (14. $.5. £.) 
‘ ) T " j 
(235) mr=N-— oder N— mk, 


J; 
mithin vermöge (26.) 
BB) Zu 
sein. 
D. Demnach vermag die Kraft O, welche mit der beschleunigenden Krali 
p aul nm unmittelbar wirken soll, mittelbar durch den Hebel, die Masse #7 links. 


. 7 .: ” . . s . 
in der Zeit 7’ durch den Raum zu treiben; und zwar mit derjenigen be- 
v 


schleunigenden Kraft q,, die sie auf 4 hervorbrinet. Dieselbe verhält sich 
‘ » - - - . » Pr A 
zu p nach (13. $.5. D.) wie die durchlaufenen Räume r und 7, 50 dafs 
L 
Y' 


(30.) Fi N k also 1 = L ist. 





. ) ) . . 2 
f&. Mit dem Afachen kp dieser beschleunigenden Kraft yı=- 7 


würde in derselben Zeit 7 die Masse M nach (13. 8.5. D.) durch das Afache 


F ” . i 
k.— —r des Raums r oelrieben werden, durch welchen @ nach P, muit- 
ı v £; ? 


felbar durch den Hebel, die Masse M treib. Da nun P, unmittelbar mit 


h r pP “a 
ihrer beschleunigenden Kraft P=ag aul M wirkend, das Gleiche thut. so 
j ! 


u. . j | 
bringt @, mit ihrer der p glerchen beschleunigenden Kraft = (24.) auf m 
e m 


wirkend, wenn sie statt dessen »neffelbar durch den Hebel auf 7 wirkt. aul 
die Masse M dieselbe Wirkung hervor, wie P unmittelbar; aber in ent- 
gegengesetzter Füichtung. Also halten sich die bewegenden Kräfte P-—— Hy 
und QO==mp, die mit glechen beschleunigenden Kräften » auf die Massen 
M und m wirken, das Gleichgewicht, wenn nach (26.) 


M b Mn P b BC 
31. — — k— — oder : —— en un 
(31.) = v 7 oder auch . odei O S 


ıst. 
F. Läfst man den Hebel, statt aus der geraden unbiegsamen Zinie ACB, 
aus zwei festen rechtwinkligen Dreiecken (4A, und CBB, (Fig. 8) be- 


stehen, die beide und in € ebenfalls nicht biegsam sind, so ist es oflenbar 

















236 15. Vom Parallelogrumm- und dem Parallelepipedum der Krafte. 


oleicheültig. ob die Kräfte P und O in A und D, oder in A, und B, an- 
sebracht sind. Da nun vermöge der Ähnlichkeit der Dreiecke (AA, und CBB.. 
e BE BC 
29 re 
(32.) AU AC 
ist. so sind die Kräfte 2 und Q auch an dem Hebel A,CB, im Gleichge- 
wicht. wenn 


) >» fı 
m Zee 





is! Und dies ist der Salz vom Hebel. 


Anmerkung. 


oO. 

A. Dafs die Beweise ($.6. und 7.) der Sätze vom Parallelogramm 

der Kräfte und vom Hebel Begriffe und Sätze aus der Dynamik voraus- 
nehmen. ist allerdings ungewöhnlich; aber daraus folgt nicht. dafs es un- 
ungemessen sei. In der That ist die Sonderung der Statik von der Dv- 
namik eigentlich doch fast nur etwas Willkürliches. Die Statik beschäftigt sich. 
in der Lehre von den Wirkungen der Kräfte (der Mechanik). mit einem be- 
sondern einzelnen Falle: dem. in welchem sich die Kräfte aufheben oder 
Gleichgewicht Stalt lindet, und von diesem besondern einzelnen Falle geht 
man zu dem Allgemeinen, der Dynamik, weiter. Mag nun gleich das Ver- 
fahren. vom Besondern zum Allgemeinen aufzusteigen, allerdings für den Unter- 
richt in der Regel das passendste sein. so ist doch auch der umgekehrte Weg 
keinesweges verbolen: und es eiebt der Fälle mehrere, wo man durch das 
Allgemeine für das Besondere leichter zum Ziele kommt, als unmittelbar. Zum 
Beispiel: aus dem «allgemesrnen Ausdruck einer veränderlichen Gröfse lassen 
sich ihre eulminirenden Werthe (ihre Maxima und Minima) viel leichter finden, 
als unmittelbar.  Stellte man in der Algebra den allgemeinen Tlaylorschen 
Satz (von der Entwicklung einer Funetion durch Differenzen) an die Spitze, 
so hätte man Manches. was ohne ihn viel Mühe macht, sehr leicht; wie z.B. den 
allgemeinen binomischen Lehrsatz. und Anderes; und zugleich wäre schon zu 
der Dilferentialreehnung der Grund gelegt. In der Planimetrie leisten be- 
kanntlich stereomelrische Sälze, z. B. Dei der Untersuchung der Schneidepuncte 
von Linien. gule Dienste u.s. w. Hier oben zeigt es sich, dafs man durch 
dynamische Sälze zu einem vom Hebel unabhängigen Beweise des Satzes vom 
Parallelogramm der Kräfte offenbar einfacher und leichter gelangt. als vielleicht 
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auf irgend eine Weise durch blofs statische Mittel. Es wäre vielleicht var 


- 


nicht unangemessen, in der Mechanik, und eben so in der Analysis und Geo- 
metrie, die ersten Grundzüge dieser drei Theile der Mathematik, in so weit 
es für das weiter erst abzuhandelnde Besondere nützlich sein kann, an die 
Spitze zu stellen, darauf erst das Besondere, die Buchstabenrechnung und 
Algebra, die Planimetrie und die Statik weiter abzuhandeln, und dann zu dem 
Allgemeineren überzugehen. 

B. Sollte indessen das obige Verfahren nicht beliebt werden, be- 
sonders nicht für den Beweis des Satzes vom Hebel, und man bestände auf 
blofs statische Beweise, so ist für diesen Fall zu bemerken, dafs es je- 
denfalls besser sein wird, erst den Satz vom Hebel, unabhängig von dem 
vom Paralleloeramm der Kräfte, zu beweisen, und dann aus ihm den Beweis 
des Satzes vom Parallelogramm der Kräfte herzuleiten; (was nach ($. 2.) 
elemenlar und leicht geschieht): besser, als umgekehrt nach ($. 3.) den Salz 
vom Hebel auf irgend einen unabhängigen stalischen Beweis des Satzes vom 
Parallelogramm der Kräfte zu gründen. Denn von den unabhängigen Beweisen 
der beiden Sätze ist jedenfalls der vom Hebel der leichteste. 

C. Gewöhnlich bedürfen die unabhängigen, blofs statischen Beweise 
beider Sätze, wie in ($.1.) bemerkt, des Überyganges vom Rationalen zum 
Irrationalen. Allein es dürfte bei dem Beweise des NSufzes vom Hebel 
vielleicht nicht unmöglich sein, diesen Übergang zu ersparen. Nemlich auf 


folgende Weise. 


Unabhängiger statischer Beweis des Satzes vom Hebel, ohne den Übergang 
vom Rationalen zum Irrationalen. 


9. 

4. Es sei ACB (Fig. 9) eine unbiegsame gerade Linie, aber necht 
ohne Masse, sondern mit Masse, die gleichförmig vertheilt ist, so dafs gleche 
Längentheile der Linie ylerchviel Masse enthalten. Ferner sollen alle glerchen 
Theile der Masse von gleichen Kräften, alle in Richtungen, die auf ACB 
senkrecht sind, nach unten getrieben werden; jeder Theil der Masse M der 
Linie soll von derselben beschleunigenden Kralt p getrieben werden, so 
dafs die gesammte bewegende Kraft P, welche die Masse M der Linie nach 


unten treibt. 


ist. Der Einwand etwa, dafs es eine unbirgsame blofse Linie mit Masse 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLIV. Heft3. 31 
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in der Wirklichkeit nacht gebe, ist nicht gültig; denn es giebt in der Wirk- 
lichkeit auch keine unbvegsame Linie ohne Masse, und überhaupt keine blofse 
Linie. Mit demselben Rechte aber, wie solche Linien vorausgesetzt werden. 
kann auch eine unbiegsame gerade Linie met Masse vorausgeselz! werden. 

B. Da die Kraft P die Linie AUB, senkrecht auf sie. nach unten 
zieht. so wird olfenbar eine @n der Mitte Ü von AB senkrecht auf AUB 
nach oben ziehende Kraft CC), —=P allen den Kräften, die auf die Masse 
der Linie wirken, das Glechgewzcht halten, und die Linie wird, von P gleich- 
sam gelragen, vollkommen in Ruhe bleiben. Denn da alle Wirkungen auf 
die Masse der Linie auf beiden Seiten von € vollkommen dieselben sind, so 
ist kein Grund vorhanden, weshalb sich die Linie um den durch die Kraft P 
gleichsam fest gewordenen Punet drehen sollte. Aus demselben Grunde, aus 
welchem A z. B. nach unten sich bewegen möchte. mülste sich auch 3 
ebenfalls nach unten bewegen; und da beides zugleich wegen der Unbreg- 
samkeit der Linie nicht angeht, so bleibt die Linie in Ruhe. 

€. Läfst man nun der Kraft CO, = P eine gleiche Kraft CO, — P 
in gerade entgegengesetzler Richtung entgegenwirken, die also jener das 
Gleichgewicht hält, so folgt, dafs diese Kraft CO, = P die Linie eben so nach 
unien zieht. wie die auf die Masse der Linie gleechförmig vertheilte Kraft 
P—=pM (34.). Die Wirkung ist dieselbe, und man kann daher, statt die 
Linie »»? Masse und mit gleichförmig auf dieselbe wirkenden Kräften anzu- 
nehmen, auch selzen. die unbiegsame Linie sei ohne Masse und in öhrer Mitte 
treibe eine Kraft P sie nach unten. 

D. Nun sei AB (Fig. 10) eine unbiegsame gerade Linie, wiederum 
mit gleichlörmig vertheilter Masse, auf welche überall die beschleunigende 
Kraft » wirkt. Man theile die Länge AB der Linie in zwei willkürliche 
Theile AD = m und BD-=—=n, die sich also zu einander verhalten wie m 


zu n, so dals 
(35.) AD 5 m 
dr Fa 
ist; wo zu und n eben so wohl zrrational, als ganze und gebrochene Zahlen 
sein können. 
E. Nimmt man jetzt die unbiegsame Linie oAne Masse an, und setzt 
nach (€), statt der Käfte, mit welchen die Theile AD und BD, wenn sie 
Masse haben, nach unten gezogen werden, in der Mitte der Linien und senkrecht 


auf AB zwei Kräfte P und Q angebracht, die zufolge (C.) die Theile AD und 
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u! 


BD ganz eben so nach unten ziehen, und die also jenen Kräften gleich sind, 
so müssen sich diese beiden Kräfte P und Q@ wie die Längen AD und BD 
verhalten: denn so verhalten sich die Krälte,. welche die Theile mr Masse 
nach unten ziehen, weil auf jeden gleichen Theil der Länge die gleiche Kraft 
kommt: also muls 


Fon pP m AD ; 
(36.) 7] - p — BER sen. 
f. Aber auch der Kraft, welche die ganze Linie AB, falls sie Masse 


hat. nach unten treibt, hält, zufolge 3 in ihrer Mitte Ü eine senkrecht auf 
AB nach oben ziehende Kraft CC, das Gleichgewicht, wenn diese Kraft eben 
so stark ist, wie die Kraft. welche die ganze Linie, mit ‚Masse, nach unten 
treibt. Und da nun der Theil AD, mit Masse, von der Kraft P und der 
Theil BD, mit Masse, von der Kraft Q, also die ganze Linie, mit Masse, 
zusammen mit der Kraft 2-- © nach unten getrieben wird, so hält eine Kraft 
CC, — P--0, in der Mitte © von AD, senkrecht auf AB nach oben ziehend. 
den Kräften, mit welchen die ganze Linie, nit lasse, nach unten getrieben 
wird, das Gleichgewicht, folglich auch den beiden Kräften P und Q in der 
Mitte F' und E von AD und BD, welche die ganze Linie ohne Masse 
ehen so stark nach unten ziehen. 

G. Nun ist AD=m, BD=n, AB—m--n, also AÜ — !\(m--.n), 


> 


AF— DF—!ım und BE=ED= !n und folglich FÜ —= AC— AF 








— Um n)—Im=!n und EC= BUÜ— BE = 4m-n)— In = Im, 
also ist 
eo; EU \m m 
(37.) —_ — 22 — 
IC ml 7 
und vermöge (36.) a i 
33.) —_ =; 
bt m 


und dies ist der Satz vom senkrechten Hebel. Dafs der Ruhepunet CE von 
der Kraft P+-0Q gedrückt werde, zeigt sich in (F). Der Übergang zum 
schiefen Webel kann wie in ($.7. F) geschehen. 


10. 


Will man die Vorstellung einer unbiegsamen geraden Linie nicht mat 
Masse, sondern nur ohne Masse gestatlen (wozu es freilich keinen hin- 
reichenden Grund geben dürfte), so ist, auf die Weise wie z. BD. Poinsot in 
seiner Statik verfährt, zuerst zu beweisen: 

31 * 
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a. Dals zweien gleichen Kräften P und P, die in gleichen Entfer- 


nungen AU — BÜ von € (Fig. 9) in parallelen Richtungen auf einen Hebel 
wirken, von einer Kraft 2P, die in Ü', zwischen A und B, parallel mit P 
und P diesen gerade entgegenwirkt, das Gleichgewicht gehalten wird. Dies 
geschieht durch Zusammensetzung und Wiederzerlegung von Kräften, auf 
die Weise wie in ($.2. F. @. H.). also mit Hülfe und Vorausnahme von 
Begriffen und Sätzen, welche schon zum Beweise des Satzes vom Parallelo- 
gramm der Kräfte gehören. 


b. Ist Dies bewiesen, so folgt weiter, dafs, wenn man AB (Fig. 10) 
z.B. in m--n gleiche Theile theilt (wo m und n ganze Zahlen sind) und je 
mitten zwischen zwei Theilungspuncten eine gleiche Kraft p, desgleichen alle 
diese m --n Kräfte in parallelen Richtungen auf AB wirken läfst: dafs dann 
eine in der Mitte C von AB, parallel mit den Kräften p, in entgegengesetzter 
Richtung auf AB wirkende Kraft (m- n)p allen den m--n Kräften das 
Gleichgewicht hält. Desgleichen, dafs, wenn von den @--n gleichen Theilen 
von AB m Theile auf AD und n Theile auf BD kommen, eine Kraft P— mp 
in der Mitte F' von AD und eine Kraft Q=np in der Mitte E von BD, 
parallel mit den » wirkend, eben so viel thun, wie die m Kräfte p, die auf 
AD und die n Kräfte p, die auf BD wirken, so dafs also die Kraft (m--n)p 
in € den beiden in F' und E wirkenden Kräften P und Q das Gleichge- 
wicht hält. 

ce. Hierauf wird endlich, ganz ähnlich wie in ($. 9. D. bis @.), be- 
wiesen. dafs sich P und O0 zu einander verhalten müssen. wie EC zu FC, 


oder wie m zu n. 


d. Aber da vorausgeselzt worden, dafs m und n ganze Zahlen sind, 
so wird der Satz vom Hebel auf diese Weise nur erst für den Fall bewiesen, 


m . : r N m » . . . 
wo — rational is. Um zu den Fall, wo — zrrational ist, überzugehen, 
N n 


ist zunächst zu beweisen, dafs, wenn z. B. in (Fig. 10) O zunemmt, während P 
bleibt, der Ruhepunet € des Hebels von #' sich weiter entfernt, also dafs 
FÜ mit O0 zugleich wächst. Dies folgt aus dem Umstande, dafs, wie sich 
bei dem Theile des Beweises ($.2. F.@. MH.) ergeben hat, der Ruhepunct 
des Hebels immer zwischen den Angriffspuneten der beiden Kräfte P und Q, 
die auf ihn wirken, liegen muls: das heifst, dafs der Angriffspunet Ü einer 
Kraft R=P--0, die nach CC, auf den Hebel FE eben so wirkt wie P 
und Q, immer zwischen E und F fällt: was auch P und @ sein mögen. 
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Vermöge dessen wird, dad R=P--Q in Ü so viel thut als P und Q in F 
und E, falls @ z.B. um K zunimmt, eine Kraft R-RK—-P-O0-LK so 
viel thun als P und QO--K. Aber R in Ü thut schon so viel als P- @, 
also mufs die neue Kraft #--K so viel thun als AR und A, und der Angrills- 
punet dieser Kraft #- K liegt zwrschen C und E: also rückt der Ruhepune! 
des Hebels & näher, wenn Q zunimmt. und FÜ und Q nehmen zugleich zu. 

e. Nachdem auch Dies bewiesen worden, schreitet man nun auf die 
gewöhnliche Weise zu dem Beweise des Überganges von der Rationalität zur 
Irrationalität von —. 

Aber die Wiederholung dieses Beweises, auch hier in diesem Falle, ist 
völlig unnöthig, da der Beweis leicht allgemern und ein für allemal für alle 
ähnliche Fälle gegeben werden kann, die in der Rechenkunst und Geometrie. 
eben so wohl wie in der Mechanik, häufig vorkommen. Wiederholt man ihn 
in jedem ähnlichen Falle, so ihut man in der That nicht viel anders, als wenn 
man z.B. den Beweis dieser oder jener Gleichung, der allgemein durch Buch- 
staben gegeben werden kann, stets für diese oder jene besondern Zahlenwerthe 
der Buchstaben wiederholt. 

Ich habe hierauf schon in meinem Lehrbuche der Elemente der Geometrie 
(Berlin, bei G. Reimer. 1826.) aufmerksam gemacht und im ersten Bande 
dieses Buchs (S. 125) den allgemernen Beweis gegeben. Für den Fall, dafs 
Dies nicht beachtet sein sollte, setze ich die Stelle, welche den Beweis ent- 
hält, hieher, nur mit veränderter Buchstabenbezeichnung und noch etwas ver- 


vollständigt. 


Übergang vom Rationalen zum Irrationalen. 


11. 

„Erklärung. Wenn ungleichartige Grölsen, z.B. Linien und Winkel. 
„Winkel und Flächen, Winkel und Körper” (hier Linien und Kräfte), „die 
„auf irgend eine Weise von einander abhangen, die Eigenschaft haben, dals. 
„so lange die eine wächst, oder abnimmt, die andere ebenfalls immer wächst. 
„oder immer abnimmt, und umgekehrt, nie die zweite vom Wachsen zum 
„Abnehmen übergeht, so lange es nicht die erste auch thut, so sollen die 
„Gröfsen zusammengehörig heilsen; und zwar, wenn sie beide zugleich 
„immerfort wachsen, oder immerfort abnehmen, gleichförmig-zusammengehörig, 
„wenn die eine abnimmt, während die andere wächst, en/gegengesetzt-zusam- 


„mengehörig 
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„Lehrsatz. Wenn von zwei ungleichartigen, aber yleichförmiy- 
„zusammengehörigen, von einander abhängigen Gröfsen e und @ bewiesen 
„werden kann, dafs während e in das Afache e oder in ke=c, übergeht, 
„aus «4 ebenfalls grade das Afache Aa oder ka=a, wird, wo k eine yanze 
„Zahl oder einen rationalen Bruch bedeutet, so dafs also ce, —a, commen- 
„surable Gleichvielfache von e und a sind, so gilt das Nämliche auch, wenn 
„ke mit e zncommensurabel, oder wenn A eine zrrationale Zahl ist; das 
„heifst: auch dann gehört grade Aa zu ke, und ke und ka sind also dınmer 
„Grleichvwielfache von e und a, & mag rational oder ?rrational sein. milhin 
„für jede beliebige Zahl k.” 

„Beweis. Ginge, im Fall # örrational ist, a nicht grade in ka über. 
„wenn e in Akc übergeht. so ginge es in eine yröfsere oder kleinere Grölse 
„als Aa über, z.B. in die gröfsere (k--e)a; wo e irgend eine” (ralionale 
oder irrationale) „Zahl ist. Es lassen sich aber” (ralionale) „Zahlen, nament- 
„lich Brüche, so nahe bei einander annehmen, als man will; z.B. zwei Brüche 
„p und 9, die um weniger als e von einander verschieden sind, was auch 
„e sein mag. Nun können zwischen den beiden Zahlen »p und y nicht zwei 
„andere zugleich liegen. deren Unterschied grölser ist. als der Unterschied 
„von p und g: also lassen sich Brüche »p und y annehmen, zwischen welchen 
„A und k- e micht zugleich liegen können. Ist daher » kleiner und y gröfser 
„als A, so liegt g nolhwendig zwrschen k und k--e, und folglich ist ga gröfser 
„als Aa und Aleiner als (k--e)a; desgleichen ist ge gyröfser als ke.” 

„Nun nehme man an, e und « wachsen, und e gehe zuerst in ge über. 
„so muls nothwendig ga aus « werden, weil der Voraussetzung nach be- 
„wiesen werden kann, dafs für alle ganzen Zahlen und Brüche, wie g, 
„a in das Gleschvielfache übergeht. Geht darauf weiter e von ge in ke über, 
„so mülsle ga in (k--e)a übergehen. weil nach der obigen Voraussetzung. 
„wenn Ac aus e wird. a in (A--e)a übergeht. Aber ge ist gröfser als ke, 
„hingegen ya ist kleiner als (k--e)a: also würde die eine Grölse ce von ge 
„nach Ac abnehmen, während die andere von ga bis (k-+e)a wächst. Dieses 
„ist der Vorausselzung entgegen, weil die Grölsen e und a gleichförmig 
„zusammengehören, also immer nur zugleich wachsen oder abnehmen sollen. 
„nie abwechselnd. Folglich ist es unmöglich, dals « in etwas Gröfseres 
„als Aa übergeht. während e von e nach Ace gelangt.” 

„Auf ähnliche Art wird besiesen, dafs aus a nechts Klerneres als ka 
„werden kann. wenn Ac aus ce wird. Also mufs nothwendig immer a in 
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„ka — a, übergehen, wenn ke c, aus ec wird; auch wenn k ?rrational ist: 
„das heifst: auch dann sind e, und «a, Gleichvielfache von e und a. Folelich 
„gilt die Gleichvielfachheit, die für gleichförmig zusammengehörige commen- 
„surable Gröfsen bewiesen wurde, auch ohne Ausnahme für eleichförmie 


se ıncommensurable Grölsen.” 


„zusammengehöri 

Für enfgegengesetzt-zusammengehörtge Gröfsen ist der Beweis ohne 
Weiteres in dem vorigen enthalten. Denn man darf nur, wenn e und « ent- 
gegengeselzt-zusammengehörige Grölsen sind, z. B. b—a statt @ schreiben. 
wo 5 >a und willkürlich ist. Alsdann sind e und b— a gleichförmig- zusam- 
mengehörige Gröfsen, und was von b—a wie oben bewiesen wird. eilt 
auch von «. 


Anwendung auf den Beweis des Satzes vom Hebel ($. 10.). 


12. 
A. Hier ergab sich in ($. 10. d.), dafs FÜ (Fig. 10) immer wächst, 


also EU immer abnimmt, folglich auch immer zunimmt, wenn Q) zu- 





ntınmt, während P und FE Dasselbe bleiben. Setzt man daher 
FC 0 
( PR r 22 
(39.) =“ und BD == 6; 


so sind die von einander abhangenden ungleicharligen Gröfsen « und e yleich- 
förmiyg-zusammengehörige Gröfsen ($.11.). 
B. Nun ist ferner bewiesen worden, dafs 
FC n 
40. —e — — — ÖG 
(20.) EÜ m 


für alle ganze Zahlen m und n gleich De ist: also dafs die ratonulen 


Zahlen « und ce einander gleich sind. Demnach sind auch Aa und ke ein- 
ander gleich, insoiern A eine rationale Zahl ist. damit ka und kc ebenfalls 
ralional sein mögen. 

C. Es nehmen aber I —u und Se nach (A.) immer zugleich 
zu, niemals das eine ab, wenn das andere zunimmt. Also findet Das was von 
ka und kc gilt, wenn k oder ka und ke rational sind, nach dem allgemeinen 
Beweise in ($. 11.) auch dann Statt, wenn ka und ke irrational sind; folg- 
lich ist auch dann ka == ke. Das heifst: auch dann, wenn das Verhältnils ke 


der Kräfte P und Q zu einander ?rrational ist, ist dieses Verhältnils dem ka 
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der Hebels- Arme um den Ruhepunct umgekehrt gleech; was dann der voll- 
ständige Satz vom Hebel ist. 

Da dieser vollständige Beweis des Satzes vom Hebel viel weitläuftiger 
ist. als der in ($.9.),. so dürfte es für die Elemente der Statik, wenn man 
darin nur slalische Beweise zulassen will, rathsam sein, den Satz vom Hebel 
wie in ($. 9.) und dann weiter mit Hülfe dieses Satzes den Satz vom Parallelo- 
gramm der Kräfte wie in ($.2.) zu beweisen. Dann ist auch der Übergang 
vom Rationalen zum Irrationalen nirgends nothwendig. 


Einiges vom Parallelepipedum der Kräfte. 


13. 

Da zwei Kräfte « und 5, die in der Ebene des Papiers nach Richtung 
und Gröfse durch die Linien AB und AC (Fig. 11) vorgestellt werden, eben 
so auf den Punet A wirken, wie eine Kraft welche die Diagonal Ad des 
ebenen Parallelogramms ABCÜD nach Richtung und Gröfse ausdrückt, so wirkt, 
wenn eine dritte Kraft AE = c hinzukommt, die nzcht in der Ebene des 
Papiers, sondern über derselben, von A aus schräg nach oben gerichtet ist, 
und man zieht DH =- AE mit AE im Raume parallel, so dafs ADEH ein 
ebenes Parallelogramm ist, die durch die Diagonal AH dieses Parallelogramms 
nach Richtung und Gröfse vorgestellte Kraft eben so stark auf 4, wie die 
beiden Kräfte AD und AE==c, und folglich eben so stark auf A, als alle 
drei Kräfte AB= a, AC=b und AE= ce zusammen. 





Die Raum-Diugonal All des Parallelepipedums, welches entsteht, 
wenn man durch a und d, 5 und e und e und «a drei Ebenen legt, von wel- 
chen drei andere durch die Endpuncte 3, U und E von a, db und e mit jenen 
parallel gelegte Ebenen die Parallelogramme BDHF —= AUGE, CDGH 

ABEF und EGHF—= ACDB abschneiden, stellt also nach Richtung und 
Gröfse die miltlere Kraft vor, welche auf A eben so wirkt, wie die drei. 
durch die in 4 zusammenlaufenden Aanten des Parallelepipedums nach Richtung 
und Gröfse vorgestellten drei Kräfte AB—=a, AC=b und AE = e. 

Wir wollen hier die mannichfaltigen geometrischen Eigenschaften dieses 
Parallelepipedums der Kräfte etwas vollständiger, als es gewöhnlich geschieht, 
und dabei so eenfach und kurz als möglich entwickeln, weil Dies für die 
Elemente vielleicht von Nutzen sein könnte. 











Aa 
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14. 
Was bei dem Gegenstande vorkommt, soll, wie folgt, bezeichnet werden. 


A. Linien. 


a. Durch d, — AG = BH, d,—= AF— CH, d.— AD— EH die 
den Kanten «, Öb und ce gegenüberliegenden Diagonalen der Seitenflächen. 
Die Summe ihrer Quadrate sei 

a) Zee 4 d;- d.. 

b. Durch d), = CE = ‚5; = EB=GD, d,— CB=GF die 
den Winkeln CAE, EAB, CAB, in ER Seitenflächen selbst. 
liegenden Stasi, Die Summe ihrer Quadrate sei 

(42.) >) — 0, - O3 0. 

ce. Durch A,—= AH, A,—= BG, 1—CF, At - DE die vier Raum- 

Diagonalen des Bei Die Summe ihrer Quadrate sei 


(43.) —= di 14344; +4:. 








gegenüber 





d. Durch 
(44.) Ik — Pi +0" 2 


die Summe der Quadrate der drei verschiedenen Kanten. 


DB. Winkel. 
e. Durch e=CAE, = EAB, „=BAC die Winkel, welche die 
Kanten a, b, c an der Ecke 4 einschliefsen. Die Winkel. welche dieselben 





drei Kanten an den andern Ecken einschlielsen, sind theils «, 5, y selbst, 
theils die Supplemente davon; wovon weiter unten. 

f. Durch A, B, CE die Winkel, welche die Seitenflächen an den 
Kanten «, db, ce einschliefsen. 

9. Alle übrigen Winkel zwischen zwei zusammenstofsenden Linien 
sollen durch diese beiden Linien bezeichnet und es soll, wo es nölhige, noch 
zwischen dieselben die Linie geselzt werden, welche dem Winkel yeyenüber 
liegt, Alles zusammen in Klammern geschlossen; so - also z. B. U DB 


D 


—(a,0,,b), EAD= (6,4,,0,), ANB = (4,,4,4,) i U. s. w. 


0. Flächen-Inhalte. 

h. Durch, = ABUD=EFGH, ,— AECG—BFDH, ,—=ABEF 

— CGHD die Inhalte der dre verschiedenen Seitenflächen des Parallelepi- 
pedums, welche a und 5, 5 und ec, c und « zu Seiten haben; die Summen 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLIV. Heft 3. 32 
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ihrer Quadrate dureh 
a) _ 3 = m | RT 


:. Durch D „= ABGH, D,.— ACHF, D.. — AEHD und 


D.s, =CEFD, D,,,=BEGD, D., — UÜGFB. 
Die Inhalte der sechs Biesondiächen des Parallelepipedums mit a,d,, b, d,, 
c,d. und a,l,, b,0,, 6,0 


t 


,‚ zu Seiten; die Summen ihrer Quadrate durch 
l. ED : 5 d, +D,a,+ D..ı. und 


(46.) 2, ED: BE ° I.@2 | a2 


 , | "il 09] ody' 
k. Durch = BCE, = ADF, y,—=@G@DA und 9, —=CÜHB die 
Inhalte der wzer durch die Endpuncte der Kanten a, d, e, den vier Ecken 
4, B,€C, D gegenüber, gelegten dreieckigen Flächen; die Summe ihrer 
Quadrate durch 
(4) ZZ = gptp+gpt pi. 
. Durch w, = @DF, w, — CEH, w, = EHB, w, — A@GF' die 
Inhalte der vier, den Ecken A, B,C,D gegenüber, durch die Endpuncte der in 
denselben zusammenstofsenden Seiten-Diagonalen gelegten dreieckigen Flächen 
die Summe ihrer Quadrate durch 
(48) Zu = ww wW4W. 
Auch die Flächen (4, 2,%,7) selbst sollen durch s, I, D, y und ı bezeichnet werden. 


D. Raum-Inhalte. 


m. Durch P den Raum-Inhalt des Parallelepipedums. 
n. Durch „= ABCE, p = BADF, p,—=CGDA, p,—= DCHB 


die Raum-Inhalte der vier Pyramiden, welche $,, %:, %; und y, zu Grund- 





flächen und A, B, €, D zu Spilzen En, die Summe ihrer Quadrate durch 
(49) pP = mm Ps Pr 
0. Durch 9, = AG@DF,, y.— BCEH, =CEHB, 9, —DAGF 
die Raum-Inhalte der vier Pyramiden, welche w,. vr, w, und , zu Grund- 
flächen und A, B, €, D zu Spitzen haben; die Summe ihrer Quadrate durch 
50) Ze NTeETGtR- 
p. Der Kürze wegen soll die Gröfse 
(51.) 1 cos’ — 0085/7° — 0087°--2c0s« cos? cosy 
-4sin!(@a+-P-v)sint(@a +9 —y)sind(e— P-+y)sink( —a-- P+-y)=4 
gesetzt werden. Dafs die beiden Ausdrücke von A einander gleich sind, ist bekannt. 
Durch diese Bezeichnungen ausgedrückt, gedenken wir folgender Sätze 
und ihrer Beweise. 
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Fa 


15. 

Zunächst ist für die bequeme Aufstellung der Formeln Folgendes zu 
bemerken. 

A. In jeder der vier verschiedenen Ecken 4,3,C,D stöfst eine 
Raumdiagonal mit den drei Kanten, mit drei Neifendiayonalen, mit drei 
Seitenwinkeln und mit drei Flächenwinkeln zusammen; die Kanten und die 
Seitenflächen unter verschiedenen Winkeln. Und zwar gehören zusammen: 


" AI, mita,b,e, a, PB, y‚4d.,.d,,d.; A, B, Ü; 





(52.) 2. I, mita,b,e, a, 20—P, a, d,,04,0,; A, 20o—B, 0%—C; 
1? A, mita,b,c, 29—0, P, 20; 0; d,,d,, 20—4, B, 20—C; 
4. A,mita,b,c, 20—0, 20—P, y,0,,0;,d., 20 —4, 20o—B, e. 


Um daher Das, was für die erste Kcke Statt findet, auf die folgenden zu 
übertragen, darf man nur die Werthe der Buchstaben nach (52.) verändern. 

B. Für Das, was für dieselbe Ecke Statt findet. darf man nur die 
Buchstaben in ihrer Ordnung werterrrücken. 


16. 
Es ist ($. 14. a. und d.): 
I. 
Il. d: —=b'- € -R2becose, 1. d=b’- 0 — 2bccosa, 
(53.) 1, d; — ce’ - a’ --2cacosP, (54) 2. Zd=c+wW—Rcacosp, 
3. d— a --B? 4 2abcosy. 3. = a — 2ab cos. 
(t: 2-12 —=2#-cd), 
55) 2. KAd=r2cd +0), (56.) ZU’ IN-AITK. 


3. 2182 —%a+B). 
ad. Wenn nemlich CC, EE,, DD,. FF, und HH, auf ABH senk- 
recht sind, so ist 3D, == cosy und DD, = siny, also 
(57) AD = (a-+bcosy)--b’siny = a--b’--2abcosy —= d.. 

Dies ist der Ausdruck (53. 3.). Die andern (53. 1. und 2.) finden sich 
nach ($.15. B.). 

b. So wie in (53.1.) d, mit db, e und « zusammengehört, so gehört 
nach (52. 3.) Ö, mit db, ce und 20 —« zusammen. Also erhält man (54. 1.) 
aus (53. 1.), wenn man 20 — o statt « setzt. Die andern Ausdrücke (54. 2. u. 3.) 
ergeben sich nach ($. 15. B.). 


ec. Die Ausdrücke (55. und 56.) folgen aus denen (93. und 34.) 


unmittelbar. 


32 * 
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II. 
Es ist für ($. 14. e.): 
[ ı = IR? -- ab cosy +2be cosa + 2cacos, 
(58.) = Ih’ — 2ab cosy + 2be cosa — 2ca cos, 


= 


I. 4 
2. A 
F I; = Ih? — 2ab cosy — 2be 05a + 2ca cos, 
4. A, = IR -- Rab cosy — 2be cosa — 2ca cos). 
59) Z2 = 4ER. 
d;-d--d=ZER-14,, 1. +54 —=3I3EK — 4, 


l 
2. rd + d=3EKR — 4;, 
3. 





: u 
" Ewerz 
. 


. di 05- d,: Er - . u 2 
" I. +d+d= ER -+4;,, d, +0; +d) —=3Eh’— 4,;, 
4. KAdG+d=ER-4,, 4 d,+d,+0,= 38h’ — 4;, 
(62) ZEILE. — ZI. 
a. Denn in dem Dreiecke ABH ist 
AH — AB’ -- BIP — 24B.BH cos ABH, 
das heifst. weil ABH —= Ro — HBH, ist: 
(63.) I = a--d,;,+2a.d,cosHBH,. 
Nun ist BD, = AU, —beosy, und dd DH=ec mit AE=e im Raume 
parallel ist, DH, —=AE, = ecos/; also it BD,-D,H, oder BH = 
hcosy--ccos/ und folglich, da BH, —= HB cos HBH, — d, cos HBH, ist, 
(64.) d,cosHBH, — bcosy--ccosP. 
Dies. nebst d, = be’ --2becos« (53. 1.), in (63.) gesetzt, giebt 
(65) A = ad@--b-- + Rbecosa-—+ Rab cosy-+2ca cos; 
wie (58.). Hierin weiter nach (52. 2.3.4.) @, 20—P, 2e—y; 2o—e, P, 20 


(60.) 











‘ 
und 20 — oc, 22 —P und y statt @, , y gesetzt, giebt (58. 2.3. 4.). 

b. Der Ausdruck (59.) folgt unmittelbar aus (58.), und (60. 61. u. 62.) 
folgen aus (59. 54. u. 56.). 

II. 
Es ist für ($.14. A): 
(66.) s,=absiny, »—=besina, = casin. 

2. B. s, ist gleich AB.CU, = absiny. Nach ($. 15. B.) folgen die andern. 























IV. 
Es ist für ($.14. f.): 
cos @ — cos ß c0SyY i pi 
. COS A _- - r A — - 
sin A siny . 1. sin sin Asiny ’ 
nme s cos $— 005y 008 @ u. ö ) 
(67.) £2. csB = u : (68.) 2. snB = su: 








c0SY — cosa@ cos} i J 
3. cost = — 3. sind = -———: 
sin « sin $ 


sine sind 
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Ad 


a. Zieht man YX und ZX, wo AX=1 geselzt wird, uf AE—« 
senkrecht, so ist der Winkel YAZ==Ü. Also ist in den Dreiecken YXZ 
und YAZ: 

(69) YZ= VA ZU—2YX. ZA cos C=Y4+Z4—2YA.ZAcosy. 
Aber es ist 
(0) YAX=tange, ZX—=tangPß, YAm=seco, ZA= sec}, 


also giebt (69.) tang «* 4- tang A* — 2tang « lang? cosÜ — sec « -—- sec) 





— 2secasec cosy oder — 2tange tang? cosÜ— 2 — 2secasec/?cosy oder 


mit cos«cos/? multiplieirt, 





(71.) cosÜsinesin? —= 0087 — 008 08); 
wie (67. 3.). Nach ($. 15. 2.) finden sich (67. 1.u.2.). 


b. Aus (67. 1.) folgt 








u cos@— cos cosy sin 5° sin y’—cosa@’+2cosa cos Pcosy— cosß?cosy? 
sin A—1— _——— £ ) u zarane ern 
sın 5 sıny sın 3° sıny 


(1— cos A?) (1— cosy?) — cos@’+2cose cos c0sy — cos ff cosy’ 
sin A sin y? 
1— cos @® — cos $?— cosy’+2cosa cos cosy 


=— u also 
sin d* siny* r> 
2 


72. mA = ————: 
( °.) ’ sin Äsiny 


wie (68. 1.). Nach ($. 15. B.) finden sich (68. 2. u. 3.). 











V. 

Es ist für ($. 14. g.): 
I, d,cos(d,,ce) = c--bcose, er d,sin(d,, ce) == bsine, 
(73.) 2. d,cos(d,, a) =4a--ccosß, (74.) 2. d,sin(d,,a) =esinp, 
l3. d.cos(d.,b) —=b--acosy. 3. d.sin (d.,b) = asiny. 
jr d,cos(d,,c)—=c—beosea, 1 d,sin(d,,e) =bsine, 
(%5.) (2. d,c0s(d,,a) = a—ccos/, (76.) ne d;sin(d;,d) = esin/, 
la. d,cos(d,,b) —=b— acosy. 3. 0, sin(d,,b) = asiny. 
" d,cos(d,,b)—=b--ccose, ie d,sin(d,,„b) =csineo, 
(77.) 2. d,cos(d,,c)—=c-+.acosß, (78.) 2. d,sin(d,,c) =asın?, 
3. d.cos(d,. a) = a-+bcosy. la, d.sin(d.. a) = bsiny. 

’ if \ ( \ Ü 

(1. d,cos(d,,d)=b—ccose, ” d,sin(d,,b) = esine, 
(79.) 2. d,c0s(d,,c)—= c—acosß, (80.) 12. d,sin(d,,c) = asin?, 


ER ai D Re. \ az si r 
d, cos (d,, a) — a — b.cosy. d, sin (d,, a) = bsiny. 
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1. cd,cos(d,,ec) + ad, ge (d.,d) = 4 A +‘) 
hd, cos /(d,.b)-- ed,cos/d,.c)-+ad,cos(d,.,a), 
2. cd,cos(d,,ec)-+- ad,cos(d,.a)-+-bÖ, cos (0,,b) = ven Zk") 
1). — bad ‚cos(d,, b)--c0; ar en ad, cos or ), 
\3. cd, cos(Öd,,c)-—+ ad, cos (d, ,« bo, cos Ö, ‚b) = A =%k’) 
bö,cos(d,,b)-- cd, C00(d,.e )-Lad, cos o, ), 
l. ed, c0s(d,,e)-+ ad, cos(d,,a)+ bd,cos(d,,b) — oe >35 
— bd,cos(d,,b)-- co. ‚oO ad, cos (d.,«). 
l. ed,sin(d,,e)--ad,sin(d,,a)--bd,sin(d,,b) = Es, 
(82. 2. ed,sin(d,,e)--ad;sin (d;,a) - bo, sin (d,,b) = &s, 
3). bd,sin(d,,b)- a EEE ERT R = Be, 
4. bo,sin(d,,b)- co) ‚sin (d3,€) + a0, sin (0,6) = 8, 
dl. AF, = a-ccosß = 4F'cos (d,,a) — d,cos(d,,a), wie (73. 2.). 
und (73 73. 3.), aus ($.15. B.). 


b. Es ist AF'sin FAB=FF,, das heifst d, sin (d,,«a)- 
aus ($. 15. 2.). 


und (74. 


e. (75.) folgen aus (79. 


und 5, 


b mil 
gehören. 


d. 


und (77. 


(TS. 
y. (9. 
h. Die 
’. Die 


“ 
« 
4 


s 





(S3.) 


(S4.) 





% 
20 — 


u. 74. 3.), 


# 
| ) 


e. Es ist AD cos DAB — 


u. 92.). 
und Ö, 


AD, 


Auf dieselbe Weise folgt (76.) aus (74.). 


u. 2.) folgen nach ($. 15. B.). 
DD, = bsiny; wie (78. 3.), und 


für ($. 
1. 


‘) 


u 


f. Es ist ADsin DAB = d, sin (d,,a 
u. 2.) folgen nach ($. 15. 2.). 
u. S0.) folgen wieder aus (77. und 78.), 


14. g.): 
d,cos/d,,I,.a) 
d, FIR 


d.cos (d.. A,.c) 


d,cos d.. ,‚4A,,4) 
0 ,c0s (ld 3,,4,.b) 
p P? - P} 


Br 
es > J 


0, cos ( 


): 


1 


N 


Il 


Ausdrücke (S1.) folgen unmittelbar aus (73, 
Ausdrücke (82.) folgen aus (74, 76, 78, SO und 66.). 


v1. 


weil d, und e mit 22 —« und ec, 0, 
und 5 mit 20 —y 


b 


und 


nach (52.). 
05, 


gif 


— cc0s9 —beosy, 


— 4 C05Y 


— ( c08a, 


— bcosa@ — 4. c0s. 


+ 005 


-beosy, 


440057 — € c0S«, 


— bcosa@--acos. 





=c sin, wie (74. 2.). 


und 
zusammen- 


ı--bcosy=—=d,cos(d,,b), wie (77. 3.). 


79 und 58.). 
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\ d,c0s(0,,43,4) = +bcosy—ccos), 
(55.) ” d,cos(d,.4,,b) = + ccosa 1 ac0sy 
Ö, cos (Ö,, A,,c) = —acosP- b cos «. 

. 0,008(0,,44,,4) = +ecosP—bcosy, 

(86.) 2. 0,c0s(0,,4,,6) = —acosy--eccose, 
I 3. 0,008 (d,, 44,6) = -+beosa + acos?. 


ad, cos(d,. 4,,a)--bd,cos(d,, 4,,b) -ed.cos(d,. pa Age Si, 
la ad ,cos(d,. A,.,a)- bd,c0s(d;,4,,6)-, e0,c0s(l,, I,,2)—=2k’—4,, 


(87.) \ | / } \ ‚NS \ 
13: ad ,cos(d,.4,,a)-- bd,cos(d,.,4,,b) Fed,cos(d,, A, )—=Zk’—4,;, 


a 


4. ad,cos(d,,A,,a) + bd,cos (d;, 4,.b) --ed,cos(d,, A,,c)— Ik’—A 


a. Es ist d,cos(d,.4,.a)—=HB cos HBA - - — @Acos G AB— — AG, 

— (C,@,-- AC,) = — (cecosß—+beosy); wie (83.1.). Die Ausdrücke 

(83. 2.u.3.) folgen aus (83. 1.) nach ($. 15. 3.), und (84.55 u. S6.) folgen 
aus (S3.). vermöge (D2.). 


b. Die Ausdrücke (S7.) folgen aus (83, 54, 85, 86, u. 52.). 


vll. 

Es ist für ($. 14. g.) 
ve A, cos/A,,d,,d) 
(S8.) 2. A, cos(A,,d,,b) 
3. J,cos(A,,d,, €) 


l 
i 


a--ccos--bcosy 


l 


b--acosy -- ccos«a, 


C-- beosa -ı a c05 3. 


w A,cos(4I,,d,, a) a — cc0s/3 — bcosy, 








aa er u: u 

(89.) 2. Ar2c0s(A,,d,,b) = b—acosy-+ccose, 
3. 4,008(4,,0,,60) = e+beose— acos?. 
j’ 4,c0s (4,,0,,4) = a--ccosß—bcosy, 

(90.) 2. 4,085 (I,,d,,b) = b—acosy—ccos«e, 
I 4,cos(4;. Ö,, ec) —= c—bc0sa--acosP. 
Y 4,c0s(4,,0,,a) = a+bcosy — ccos/, 


(1.) (2. 4,c0s(4,,d,,b) 


— b— cc05a@ -- ac0sy, 
3. 4A,cos(I,,d,.,c) = e—ac0sP —bcose. 


1. acos(A,,d,,a) EDIT + mE ,e) = Hr 

(92.) 2. acos(A,,d,,a)--bcos(- 1,,0;,b)-+ccos(4,,d,,c) = Ah, 
3. acos(4,,0,,a)-+-becos(A,,d,, n +cc08(4,,0,,c) = 45, 

a cos (I,,0,,a)-+ beos(4,,0,,b)-- ce cos(A,,d.,c) 1;. 
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a. Es ist 4,c0s(4,,.d,,.a) = HAcosHAB — AH, — AB-- BH, 
AB-- HB cosHBH, — a-+d, cos HBH, = a--bcosy +-ccos? (64.). 
Dies ist der Ausdruck (88. 1.). Die übrigen in (88, 89, 90 u. 91.) folgen 
nach (8.15. Au. 2.). 
b. Die Formel (92. 1.) folgt aus (88.) und (58. 1.), wenn man 
(SS. 1.2,3.) der Reihe nach mit a, d, e multiplieirt und die Summe durch 
dividirt. Die übrigen Formeln (92.) folgen ähnlich aus (89, 90 u. 91.). 


A, 


ec. Die Formeln (92.) sind, wie man sieht, ganz ähnlich denen für 
Parallelogramme. Denn es ist z. B. in dem Parallelogramm ABUD die 
Diagonal AD oder d,— acos (d,,a) + bcos(d.,b). 








VI. 
Es ist für ($. 14. g.) 
fr d,4,cos(A,.a,d,) = di; + ac cos I -- ba cosy, 
(93.) 2. d,4,cos(A,,b, 1) - — d; + bacosy --cbcose«, 
13. d.4d, cos / l,.c,d,) = d; + cb cose +accosP. 
[9 d,4,c0s(I,,a,d,) = d,— ac cos’ — bacosy, 
(94.) 2. 0,4008 (4,6,0;) = 05; — ba cosy--chcose, 
13. 0,4,008 (4,,c,0,) = 0, cb cosa — accosP. 
(?. 0,4008 (AI,,a,0,) = 0.7 aecos" —bacosy, 
(95.) 2. d,4,cos(4,,b,d,) = d,—bacosy 
53 04,005 (4,,6,0,) —. 0, — eb cos -- accos?. 
1. 0,4,c0s(A,,a,d,) = 0. — ae cos + bacosy, 
(96.) 2. 0,;4,c08(4,,b,0,) = 054 bacosy— cbcosy, 
I2, d.4,c0s(4,.c.d,) = di? — chcosa — accosy. 


\ 


I. d,cos(I,,a,d,)--d,cos(4,,.b,d,)-- d.cos (4,,c,d,) 241,. 


(97) 2. d.cos(A,,a,d,) + 03c08(A,,b,d;) + 0,cos(4,,c,0,) = 24,, 
3. d,cos(J,,4,0,)- d, cos (4,,b,d,) + 0,cos(4,,c, Ö,) == B4,. 
4. 0,008 (4,,a,0,)+ 0,008 (4,,6,0;)-+d.cos(A,,c,d,) = 24,. 
a. Im Dreieck HAB ist HB AHcos AHB-4ABcosHBA, das 
heilst,. d, = J, cos (4,.a, d,)--acos(d,, 4,.a). Dies ziebt vermöge (83. 1.) 
d, I,cos(I,.a,d,)— ng (e cos --bcosy), also d,J, cos (I,,a,d,) 


Ua 
— d, ac c05/9 -bacosy; wie (93. 1.). Die übrigen Ausdrücke in (93, 94. 
5 und 96.) folgen nach ($. 15. A und B.). 
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b. Die Summe von (93. 1.2 u. 3.) ist 4,[d, cos(4,.a, d,)-- d,cos(.4,,.b,d,) 





-.d,c0s(A,,c,d,.)] = d;, —+d;- - d’. -- 2ac cos 9 - ee 2ecb cosa (60.) 
— Fk N — IK (58. 1.) =24,; woraus, mit 4, dividirt, (97. 1.) folgt. 
Die übrigen Formeln in (97.) ergeben sich nach ($. 15. A.) und (52.). 
IX. 
Es ist für ($. 14. g.): 
1 d,d, cos‘ (d,,0,, d,), = © —-becosa -cacosP - ab .cosy, 
(9>.) 2. d,d,cos(d,.d,,d.) = «-; ea cos 37 + ab cosy - be cose, 
53 d,d,cos(d..d;,d,) = "+ ab cosy -- be cosa - cacos?. 
(3. d,d,cos(d,,d,.,d;) = ce becose — cacosß — abcosy, 
(99.) 2. 0,0,008(0,,0,,0,) = u — eacos/) — ab 087; be cose, 
3. 0 „d,cos(d,,d,.d,) = b’— abcosy +- be cose — ca cos}. 
(3. d,d,cos(d,,d,.,.d,) = €’ —becosa -- cacosß — abcosY, 
(100.) 2. d,d, cos (d,.d,, 0.) — + cacosp — abcosy —becose, 
lg. dd, 608 I, 0,0 — WW — abcosy — be cosa@ -- ca cos). 
(9- 0.0,c08(d,,0,,05;) = € — becose — ca cos} + ab cosy, 
(101.) 2. dd, cos (d;,d,,d.) — a — cacos/? + ab cosy — becosa, 
I3. d.ö cos wer — b" ab .cosy — be cosa — ca cosN. 


1. d,d,cos(d,,d,,d,)--d,d,cos(d,,d,.d.)--d.d,cos(d., d;,d,, 
— 3A —1ı1Ir%k, 
2. d,d;cos(d,,d,.d;)+ d40, cos (0;,0,, d,) -0d,d,cos(d,,d,.,d,) 
=3 SE a ER, 
rs 3. dd, cos(d.,d..d,)+ d,d,cos(d,.d,,d,)-+- 0,0, c08 (d,, 05, 0) 
— 3N—IER, 
4. 0,0;008(0,,0,,03) + d;d,cos(d;,d,, d.)-- d.d,cos (d., d,,0d,) 


b) 
nn 3 Id, — IIKk. 


a. In dem Dreieck @AF= (d,d,d,) ist d, --d; — 2d,d, cos(d,d,d,) 
— 0), also nach (53. u. 54.) b° 0° + 2be cosa- EC +a@-+2cacosp — ad —b 
 2abcosy — 2d,d, cos (d,d,d,) oder c*--be cosa --cacos + ab cosy 
— d,d,cos(d,d,d,); wie (98. 1.). Nach ($. 15. 3.) finden sich (98. 2. u. 3.). 

b. In dem Dreieck FRORRPEO AH d,d,) ist di 0; — 2d, 0,008 (dud.d,) 
— d’, also nach (53. u. 54.) 5b LE& + 2beoosa-- ce + — 2cacosp —a — 
— 2ab cosy — 2d,d; 05 (d,d, 3, ;) oder «* 4 be cos a — ca cos? — ab c0Sy 
— d,d; we d,); wie (99. 1). Nach ($. 15. B.) finden sich (99. 2. u. 3.). 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLIV. Heft 32 33 








254 15. Vom Parallelogrumm- und dem Parallelepipedum der Krüfte. 





ec. In dem Dreieck CHE = (d,d,.d,) ist d,-+ d; — 20, d, cos (d,d.d,) 


d’, also nach (59. u. 54.) are cosa@a ec -- @-- 2ca cos — « —W 


[#4 


— Zub cosy — 2),d,cos(d,d,d,) oder ce’ — be cos « -—- cacos/? — ab cosy 
J,d,cos(Ö,d.d,); wie (100. 1.). Nach (8.15. 3.) finden sich (100. 2. u. 3.). 
d. In dem Dreieck @IF— (d,,0,,0,) ist d, 105 — 20,05c08 (0,,0,,05) 


— ),, also nach (53. u. 54.) #’-- e — 2he cosa— € @ — ?ca cos 1 — a — 
2ab cosy — 20,0, 008 (d,, d,, d,) oder € — be cos a -—— ca cos 3 — ab c0s7 
0,0008 (0,,0,,0,); wie (101. 1.). Nach ($.15. 2.) finden sich (101. 2. u.3.). 


e. Die Ausdrücke (102.) folgen, wie leicht zu sehen, aus (98, 99, 
100. 101 u. 98.). 

f. Die Cosinus der andern beiden Winkel in den Dreiecken GAF', 
EBH, CHE und G@DE' (a, b, e, d) finden sich schon in den obigen Aus- 
drücken: z.B. 

cos (Ö. 4.80 


(1/ 


(99. 3.) und cos(d,,d,,d,) aus (100. 2.) zu 
cos(d,. d.,d,) (98. 1.), 
und so die andern. 


a. 
Es ist für ($. 14. 2.) 
\, Da, =51+ 5 25153005 A, \" O5, 175 —25,8,005 4, 
(103.) 2. = +s1+2s,s,c0osB, (104) 2. di .—=n- si —25s,cosB, 

E 

[3. D..=59+2533,c0SÜ. 3. Di, 5-5 —25,5,008(. 
/ 

(105.)  D.., + Di, + Dia. + Das, - Di,st Des, — 455. 


d. Wenn man nemlich auf AB — 4 eine Ebene @G,@G,@, die durch 


@ bezeichnet werden mag, senkrecht legt, so steht dieselbe auch auf den 


> 
mit AB parallelen Linien Gd — EF-—-CUD==a senkrecht, und die Linien 
GG, — esin? und @,@, —= bsiny, in welchen die Ebene @ die Ebenen 


CGHD = s, ($.14. Ah.) und ABUCD=:s, schneidet, schliefsen in @, den 
Winkel 20— 4 ein; also ist in dem Dreieck @@,@, die dritte Seite 
( 106.) GG) Zur GG, -- Gr; G- 26G6G,.@G; (7, cos A ‘ 


| 


— ce sin" —+0*siny- er 
Hingegen die Linien &@, = esin? und @@,—bsiny, in welchen 

die Ebene @ die Ebenen ABEF = s, ($. 14. Ah.) und ABCD— s, schneidet, 

schliefsen in @, den Winkel 4 ein; also ist in dem Dreiecke @,@, @, die 


dritte Seite 


107.) = 616,6 —26.6,.6,6,c05 A 


> 


— € sin #° — b’ siny’ — 2be sin 9 siny cos 1. 
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b. Nun ist @@, (106.) die Höhe des Parallelogramms ABGH — D, 1, 
($. 14. ».) zu dessen Grundlinie AB=a, und @,@, (107.) ist die Höhe 
des Parallelogramms CEFD— D,,;, ($: 14. ©.) zu dessen Grundlinie OD — a: 
also sind die Quadrate der Inhalte dieser beiden Parallelogramme: 

(108.) 1. Mi >= RE“ a: 2besin 9 sinycos A) und 
2. Ds, — «a (esin 4-6 siny’— 2be sin  siny cos A) 
welches vermöge (66.) 

(1. Da, — $-8]- 2s,s, cos4 und 
(109.) 2 A 
12 Du, >= 95751 255, 005 A 
siebt. wie (103. 1. u. 104. 1.). 

ec. Die andern Ausdrücke (103. u. 104.) folgen nach ($. 15. 2.). und 
(105.) folgt aus (103. u. 104.) unmittelbar. 


X1. 
Es ist für ($. 14. A. und /.) 
A - — 1145-85, — 258,008. A — 28,5, cos B— 25,5, cos Ü, 
(110) 1. Ag = 1-5 455 — 255,008 A - 28,5, cosB - 2s,5,cos(, 
3. tg: : — 9489-45 -- 258,004 — 25,5, cos B- 2s,s5,cos, 


-2s,8, cos A -—- 25,5, cos B— 25,5, cos. 
(111) Ip = >s, das heilst +24 95 ’ = 148-485. 
(112) vs=9: WW=p, W= 0, 1, = 

Die Flächen y sind die werten Flächen a Pyramiden. 

2.B. p = BCE ist die vierte Seitenfläche der dreeckigen Pyramide ABCE, 
deren drei andere Seitenfläcken CAB—=!s,,. CAE=}s, und EAB--}s 
sind. und welche die Winkel 4, B,C einschlielsen. Die vierte Seitenfläche 
einer dreieckigen Pyramide wird also nach (110.) durch die drei andern und 
durch die Winkel, welche dieselben mit einander machen, auf eine ganz ähn- 
liche Weise ausgedrückt, wie die dritte Seite eines Dreiecks durch die beiden 
andern te u. durch Bu WAR ae sie gen 


wenn EE. auf CB senkrecht ist. Nun ist y/ CE—E 2, r- — ERS 

CB, das heifst y(d,— EE}) + y(d;— KE}) —=0d,. Daraus folgt d,— BEE, 

— #402 BE2— 2, y(0}— EE3) oder d540,—d, = 2%, y(d5— EE}) 
oder 40: EE} — 40,05 — (0540, — 02)" oder, da a EE, war. 

(113.) 169 = 405,05 — (+0, — 05). 

33 * 
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b. Hierin die Ausdrücke (54.) gesetzt, giebt 


I6y, Ye -- a — 2ea cos P)(a’-+-b’ — 2ab cosy) 
— (2a — 2ea c0s  — Rab cosy-- 2be cosa,', oder 


4 


lyi = ca ec — 2? ab c0sy --a* - ab’ — 2a’b cosy — 2a’ ce cos 





— 2b’ va c0s 7 - Au be cos 9 cos y — (a -- ea? cos + a’ b cosy’-+- be cose‘ 


— 2a’ ce cos 9 — 2a b 605 y — 2a’b cos a - 2a’ be cos I 608 y -!- 2c’ ah cosa cos? 





2b’ accos«cosy) oder 
kp} ab siny be sine -- ea’ sin 9° — 2e’ ab (c0SY — cos a cos /}) 
— 2a be (cos — 0089 6087) — 2b’ ca (cos? — c0sSy cos«), 
oder zufolge (67.) 
14.) Ayı ab siny -- be sine’--ca’sin 
— 2" ab sin e sin 9 cos Ü— 2a’ be sin 9 siny cos A — 2b’ casiny sine cosB, 
und dies giebt zufolee (66.) den Ausdruck (110. 1.). Die andern Aus- 
drücke (110.) ergeben sich nach ($.15.), und (111.) folgt unmittelbar aus (110.). 


ec. Die Seiten z. B. des Dreiecks y, = BCE sind denen des Dreiecks 


 —=@GDF gleich, nämlich GF=CB-d,, DF=CE-—=0, und @D 
Eb — Öd,, also sind die Dreiecke einander gleich und es ist folglich 
Yı==v, us. w.; wie (112.). 
X. 
Es ist für ($. 14. g.): 
I. esin»sind == esin(e,s,) — d,sin(d,,s,) = d,sin(d,,s,) 
= Ö, sin (0 ,,51) = d,sin (03,51) 
— 4,sin(1,,9)=LSs8in(L,,5,)— 4; sin(L;,8,) = A,sin(4,,8,). 
2. asinysinB —= asin(a,s) — d,sin(d,.s;) = d,sin (d,, s,) 
(115.) <£ — d; sin (d,5) —d, sin (d),, s,) 
: A, sin (.4,,8:) == 4,510! 42,853) 4; sin(I,,%) —= A,sin(I,,8), 
3. bsinesinC — bsin/b,s,) — d,sin (d,,s;) = d,sin(d, ,s;) 


| 


— d,sin (d,,8;) — d,sin(d, ,s;) 


\=4,sin(4,,5)=4,3in(4,,8,)= 4,sin(I,,5) —= A,sin(A,,85). 


a. Denn von allen den Linien e = AE, d, = AG, d, = AF, 
),=CE, d,;=BE, 4=AH, 1,—BG, 1,—=CF und 4,—= ED liegt 
der eine Endpunet in der einen der beiden parallelen Seitenflächen ABCD 
— EFGH — s,, der andere in der andern. Daher ist das Product jeder 
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dieser Linien in den Sinus des Winkels, welchen sie mit einer der beiden 
Seitenflächen s, einschliefst, gleich der senkrechten Entfernung der beiden 
Seitenflächen von einander; und diese Entfernung ist K4A.sin KAB.sin A 
— csin/sin Ä. Daraus folgt also (115. 1.). Die andern Ausdrücke (115. 2. 
u.93.) folgen daraus nach ($. 15.). 





XI. 
Es ist für ($. 14. g.): 
1. D,.,sin(s,D,.,) = 5 sin A D..,5in (51, D.s,)> 


» ) 


(116.) 2. D,.«,sin(&,D,.,) = sısinB- Di. sin ($2, Dy ,)> 
3. D... sin ($3% D...) en „sin ( i 6,0, sin 8. E ei.» 


a. Denn legt man durch AB—=a eine auf ABCD —= s, senkrechte 
Ebene K und projieirt auf dieselbe die Ebene ABEF == s,, so ist die Länge 


ee, 


der parallelogrammatischen Projeclion — «a, und ihre Höhe ist gleich dem senk- 
rechten Abstande der beiden Ebenen ABCD- -s, und EFGH-—=s, von 
einander, der, wie in (All.). 
der Projeclion —= acsin 5 sin A == s, sin A 


also ist der Flächen-Inhal! 





b. Dieselbe Länge und dieselbe Höhe haben aber auch die parallelo- 
grammatischen Projeclionen der Ebenen ABGH = D, ,, und CEFD= DO 
auf die Ebene E, die durch D,„‚sin(s,,D,.,) und D,,,sin(s,,D,,,) ausge- 
drückt werden. Also sind ihre Flächen-Inhalte s,sin A dem der Projection 
von s, glesch; was (116. 1.) giebt. 


Die andern Ausdrücke (116. 2 u. 3.) ergeben sich nach ($. 15.). 
XIV. 
Der körperliche Inhalt des Parallelepipedums AH ($. 14. m) wird durch 
1. P — abesin?sinysin A — abe sinysinesin DB 


— abesin«asin®sinC und 
2. P = abech — 


(117.) abey(1 — cos a — cos? — cosy’--2cosecoscosy) (D1.) oder 
13 P= 2abey[sin4(@+ß-+y)sint(@e+-P—y)sini(@e—/P -y) 
x sind(— 0@-+-/--7y)] (51.) und 
4. P — —Aabe. c0sz( A+B-+C)cos4( A+ B—Ü)cos}(B-+-Ü _ Non 





sin Asın Bsin Ü 
ausgedrückt. 
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a. Es ist P gleich der Fläche ABCD = s, —- absiny (66.)., mul- 
tiplieirt mit der senkrechten Höhe e=esinPsinA (X1.) des Puncts E über 
ABCD; also ist P= abe sin Asinysin 4, und nach ($.15.) = abesinysine sin B 

- abe sine sin ?sinC; wie (117. 1.). 





b. Nach (72.) ist = sin ?sinysin 4; woraus (117. 2.) folgt. 
e. (117. 3.) hat den andern Ausdruck von A (51.). 
d. Es ıst 


-D)) 





2} (— cos 4( A+ BC) cos 4(A+ B—Ü) cos4(B+C— A) cos4(C+A 


f “ ) 
sin 5 = —. . 
) sin Asin 


5, 
7 1 In 7 v(— 008 4(A+B+C) cos 3 A+ B—) cos3(B+C— A) cos}(C+A—B)) 
Aa —— > 


sinBsin A 
Man findet diese Ausdrücke z. B. in meinem Lehrbuche der Geometrie 
(2. Theil S. 904. 58. u. 59.). Es folgt daraus, wenn man nach (117. 1.) sin A siny 
mit sin, 4 und abe multiplieirt,. der Ausdruck (117. 4.) von P. 





tı 











XV, 

Die vier Raum - Diagonalen schneiden sich in einem und demselben 

Punet M, der sie alle Aulbirt und von je zwei parallelen Sestenflächen des 
Parallelepipedums gleich weit entfernt ist. 


a. Die beiden Raum-Diagonalen AH = 4, und BG —= 4, sind die 
beiden Diagonalen des Parallelogramms ABGHI und Aalbiren also einander 
in M. Ferner sind AH = 4, und CF = 4, die beiden Diagonalen des 
Parallelogramms ACHF, und folglich halbirt der Punet #1, in der Mitte von 
AH — 4,. auch CF'= 4,. Endlich sind B@ = 4, und ED —= 4, die beiden 
Diagonalen des Parallelogramms KGDB: also halbirt der Punct M, in der 
Mitte von B@ = 4,, auch ED —= 4,, und folglich halbirt ein- und derselbe 
Punet M alle vier Raum -Diagonalen. 


b. Dafls M von je zwei parallelen Seitenflächen des Parallelepipedums 
oleich weit entfernt ist. folgt hieraus unmittelbar. 


\V1. 


Die Ebenen g, und , ($. 14. ku. 2.) theilen die Raum-Diagonal 4, 
durch ihre Durchschnitte mit ihr in drez gleiche Theile. Eben so die Ebenen 
p, und ww, die Diagonal 4,, die Ebenen y, und w, die Diagonal 4, und die 
Ebenen %, und , die Diagonal 4,. 
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a. Es ist @F mit BC, @D mit BE und DF' mit CE im Raume 
parallel: also sind die Ebenen @DF = w, und BÜE = y, parallel. 

b. Nun werden die Diagonalen AG=- HB —d, der Seitenllächen 
AUGE — BDIIEF von den andern Diagonalen ÜE— DF—d, eben dieser 
Seitenllächen in N, und Z, Aalbirt. Also ist 

(119) AN=NG=-BL-—- LH, 
und auch die Linien BN, und GL, sind parallel. 

ec. Ferner liegen die Linien BN, und @Z,, in den parallelen Ebenen BCE 
und @DF', und zugleich in der Ebene ABGH, denn N, und Z, liegen in 
derselben. Desgleichen liest AA in der Ebene ABGH. Also schneidet 
AH die Linien BN, und GL, in N und Z. Nun sind die Dreiecke AN, N 
und AG@L, so wie F7Z,,Z und AINB, ähnlich: folglich ist, wegen (119.), auch 

(120) AN— NL = HL, 
und folglich theilen die Ebenen 9, = CKEB und ww, ==@DF' die Raumdiagonal 
4, AH durch ihre Durchschnitte mit ihr on drei gleiche Theiite. (An 
diesen Satz hat mich Herr Prof. J. Steiner erinnert.) 

d. Da die Winkel «, 5, y jede beliebige Gröfse haben können, in- 


sofern nicht &- 3--y 


findet, auch für die Ecken B, C und D, und folglich eben Das, was für 


-4o ist, so gilt Dasselbe, was für die Ecke 4 Statt 


pi, W, und ./, Statt findet, auch für 9, m, tz: 9, Wr. bh und 9, Ww, 
und ./;. 
XVıl. 
Es ist für ($. 14. n. u. 0.) 
dl) mer =mn=p ap, 
(122.) sy aygg—mn > ıP, 
(123) 2p=3P, Ze=4#P. 

a. Die Pyramide y, = ABCE hat die halbe Seiten-Fläche ABU == }s, 
zur Grundfläche und zur Höhe dieselbe senkrechte Höhe des Punets # über 
der Grundfläche, welche, mit der ganzen Fläche s, multiplieirt, den körper- 
lichen Inhalt P des Parallelepipedums giebt. Daher ist p, IP; wie (120.). 


Eben so verhält es sich mit pP, 93» P- 

b. Die Grundfläche @GDF—=y, der Pyramide q, == AG@DF ist der 
Grundfläche BUE = w, gleich (112.). Die beiden Flächen y, und w, sind 
parallel (X\VI. «.). Ein Perpendikel aus A auf y, gezogen, ist also auch 
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Vom Parallelogramm- und dem Parallelepipedum der Kräfte, 


auf , senkrecht und eine und dieselbe gerade Linie. 


Also bildet er mit ANZ 


einen glechen Winkel, und folglich verhält sich der Perpendikel aus A auf 
y, zu dem aus J auf w,,. wie AN zu AL, das heifst, wie 1 zu 2 (120.). 


Demnach ist die Pyramide 4, doppelt so grols als die p,. und folglich =4P 
(wie 122.). Eben so verhält es sich mit 9. 9 und g,. 
Ce. 
Es giebt noch mancherlei andere zu bemerkende geometrische Eigen- 
schaften eines Parallelepipedums. 


Die Ausdrücke (123.) folgen unmittelbar aus (121 u. 122.). 


Doch mag es an dem Obigen genügen. 


Berlin. im April 1852. 
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Auszug eines Schreibens des Herrn Dr. Eisenstein 
ın Berlin an den Herrn Prof. Richelot in Königsberg, 
und eines Antwort- Schreibens des Herrn Prof. 


Richelot an den Herrn Dr. Eisenstein. 





Berlin, den 1. November 1851. 


[ch theile Ihnen ein Curiosum über die Abelschen Integrale 
erster Classe mit, das ich bei einer ganz anderen Untersuchung, indem ich 
mich mit den linearen Systemen und ihren Determinanten beschäftigte, gefunden 
habe. Die von mir angestellte Betrachtung ist vielleicht für die fernere Theorie 
der Abelschen Integrale von geringerer Wichtigkeit, jedoch scheint sie mir 
durch die grofse Einfachheit und den ganz elementaren Gesichtspunct bemer- 
kenswerth. 

Jedem Systeme von (r-- 1){n--1) Grölsen: 
(dis b\. Ci» 
\LPE b;, ey, 
I. 


* 
‚#n-+19 n+19 Cn+19 


os. 


dessen Determinante von Null verschieden ist. entspricht bekanntlich ein an- 


deres System: 


welches ich das umgekehrte oder reciproke System von jenem (8) nennen 
will und welches die Eigenschaft hat, dafs durch Auflösung der Gleichungen 
4 --D--COU te... — D, 
4 +- WO .... — m, elc. 
34 
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rückwärts: 
u, —= a0, - 0,0, 030; TER 
u. — m + rn -49% +++... elc., 


| > 


selunden wird. Die Beziehungen solcher zwei Systeme zu einander sind be- 


kanntlich in folgenden Gleichungen ausgesprochen: 


4 +40; 4+ + rn = 1, 
oder kürzer: 
Zu —1, fermer Zaßr= 0, Zbe eh, Zul, aim, 
nämlich jede Summe dieser Art wird —=1 oder =0, je nachdem die latei- 


nischen Buchstaben mit enisprechenden oder mit necht entsprechenden griechi- 
schen Buchstaben multiplieirt erscheinen; auf diesen Relationen, welche unter 
dem Namen der gewöhnlichen Determinanten-Eigenschaften bekannt sind, be- 


ruht alles folgende. Setzt man nämlich: 





) n(n—1) ar. Pa? 
Pu . 7 4, b, L. | n es C. L . | (“ er “| ( ) ey ... *. 
a 2 = (+1) \ 043 (nnm—N)(n—?2) 
W , — Ü 14 [ I u - | fi u r / u 0 | \ 2 w . 0,8 o u 2 ea 8 D 


wobei u irgend ... der ganzen Zahlen 1, 2, 3 bis rn --1 bedeuten kann. 
während x und S irgend zwei Variabeln vorstellen. deren Potenzen in den 
Functionen » resp. ® aulser mit den Coelficienten obiger Systeme noch mit 
den Quadratwurzeln der zum Exponenten » gehörigen Binomialcoeflieienten 
multiplieirt sind: und bildet man dann die Summe der Producte >p@, näm- 
lich 9,@, —- 9 ®,--9,@©,- +++ +--Pu,1®,.1, SO fallen wegen der obigen Rela- 





tionen (Zu —=0, Ibe=0, >ay=0d, >by=0, ete) alle diejenigen 
Glieder heraus, in denen die Exponenten von «« und S verschieden sind, und 
man erhält wegen der Binomialcoöllieienten die nte Potenz von 1--.rS, also 
Ip@®=- (1 -.S)". Dieser algebraische Satz, aus dem meine fernere Betrachtung 
hervorgegangen ist, und der auch eigentlich weiter nichts ist, als eine Zusammen- 
fassung der Determinanten-Eigenschaften, läfst sich in Worten so aussprechen: 

„Multiplieirt man die Horizontalreihen eines Systems von (n--1)(n--1) 
„Gröfsen mit den aufeinanderfolgenden Potenzen von x (nämlich 1, x, 2°, x°,....) 
„und mit den Quadratwurzeln aus den Binomialcoäffieienten exponenlis 2, des- 
„gleichen die Verticalreiien des umgekehrten Systems mit den Potenzen von $ 
„und denselben Quadratwurzeln der Binomialcoöfficienten,. endlich die so aus 


„den Horizontalreihen des ursprünglichen Systems erhaltenen ganzen Functionen 


„von x mit resp. den aus den Verlicalreihen des umgekehrten Systems er- 
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„haltenen ganzen Functionen von S, so wird die Summe dieser n--1 Producte 
„(Ef(E)y(S)) eine vollständige Potenz, nämlich die nte Potenz von 1-22.” 

Man könnte den Satz noch allgemeiner dahin aussprechen, dals, wenn 
man statt der Binomialcoöfficienten beliebige andere Gröfsen nimmt. während 
alles Uebrige unverändert bleibt, zwar nicht eine Potenz von 1- x5, aber 
doch eine blofse Function des Productes zS erhalten wird. 

Um nun auf den Zusammenhang mit der Transformation der Abelschen 
Integrale überzugehen. beschränke ich obige Betrachtung auf den Fall n-—= 2. 
in welchem die vollständige Potenz von 1- .rs. von der so eben die Rede 
war. ein Quadrat wird. Man hat also in diesem Falle neun Gröfsen: 


d,. b,. C Br - U» es] 
“| ) ) 

A,, d,, €; und neun andere |9,, Pa, 3}; 

‚4;» b;. c,\ jı» 72» y,\ 
nämlich das umgekehrte System von jenem, von der Art, dafs, wenn man 
p =4a+Yy2.5,2+02, R=%-Y2.,r-- 0, B—=a,-+y2.b,2 +02 
und i 
3, —=0-+rY2.Pı5+ 15, W, = (ln - Y2.P%$ NS, es, == 3 +y2.P,5- 1,5 


setzt. dann folgende identische Gleichung statllindet: 
(1) PP + +P@, = (1-- 75)". 

In dieser Gleichung kann man = und S als zwei von einander unabhängige 
Variabeln annehmen. Ich zerfälle sie in zwei andere, indem ich 

(2) P98,+-p®, — 0 
seize. wodurch dann von selbst 

3.) 98 = (1-45) 
wird. In Folge dieser Annahme sind nun x und S nicht mehr von einander 
unabhängig. sondern es ist x als Function von S oder umgekehrt gesetzt. 
deren Zusammenhang eben durch die Gleichung (2.) oder durch (3.), welches 
nur eine andere Form von (2.) ist, ausgedrückt wird. Aus (2.) und (3.) 
ergiebt sich nun gerade die für die Transformation der Abelschen Integrale 
wichtige Folgerung, dals y(p,P:p;) in y(®,@®,@®,) rational ausgedrückt werden 


! 


kann, indem y(9,®8,)=y(— ®,), y(p®,)—=1--x5, woraus leicht 


p,(1+88) 
;)* 


oO, 07 


— 


‚(PıpP;) = Yl—8,8;( 





Sl 


geschlossen wird. 
Man kann also hier die Quadratwurzel aus einer Kunchton 6len 
Grades von x, nämlich p,p:p;, rational auf die Quadratwurzel aus einer 
34 * 
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analogen Function ©, 8,@®, von S zurückführen, und Sie werden wissen, 
dafs bei der Transformation der Integrale das schwierigste und Haupt - Geschäft 
darin besteht, die algebraischen Irrationalitäten durch einander auszudrücken, 
während die Vergleichung der Differentiaie sich dann gewissermalsen schon 
von selbst macht. Um die letztere vorzunehmen, genügt es in der That, die 
vorgelegte quadratische Gleichung zwischen x und S, F(a,5)=0, welche 
sich in der Form 9,©,-+-P9@® — (0 oder in der Form (1+.25)’— 9, ®, — 0 
darstellen lälst, zu dilferentiiren, und aus der abgeleiteten Gleichung 
F'(z)0cx-+F'(905 = 0 


das Differential 0x in das Differential CS auszudrücken. Ohne weitere Rech- 


P 





. . » . . » . OX . 
nung sieht man dann ein, dafs sich der Dilferential-Ausdruck — in das 
| (pP PrP;) 
o& , " . . 
Produet aus —— — und einen andern Factor umformen lälst, der x und S 
\I,W,09 


| 


beide rational enthält, und dafs, wenn man slalt x seine beiden Werthe setzt, 
welche Wurzeln der quadratischen Gleichnnge F'(x, 5)=0 und beide Functio- 


e 


I 


(pP PP)’ 


< 


nen von & sind. dann die Summe I welche sich auf diese beiden 





R oE . . 4 . . 7 
Werthe von x erstreckt, = ———— wird, multiplieirt mit einem Factor, der 


y(9,9,9,) 


< allein rational enthält, da ja die auf der rechten Seite der Gleichung auf- 
tretende symmetrische rationale Function der beiden Werthe von x wiederum 
in eine rationale Function von S allein umgesetzt werden kann. Ihnen genügt 
gewifs diese Andeutung, alles Übrige allein zu finden; auch werden Sie bemer- 
ken. dafs hier derselbe Gedanke zu Grunde liegt, welcher Abel bei der Addi- 
tion und Multiplicalion geleitet hat, nur hier auf die Transformation übertragen. 
Jedoch will ich noch in Kürze angeben, wie ich die Rechnung selbst auf die 
einfachste Weise geführt habe. 
Setzt man, wie oben, 9 ©, -—-P9&%,—=F'%x,S5), so ist auch 
Ftz,S) = I" —p;8,, 

wo % von jetzt ab den Ausdruck 1-- xS bedeuten soll. Durch Differentia- 
tion nach S kommt 


W/e a ©: % | ou — } 
u” ’ R ” 
und wegen », = — kann man diesem Resultate die Form 
( [a 
v -\ IV £ Kann ou aus 
F'(E) — — (2 0, (2) — 90)) 
\* @, 3\08 
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2 ‚0% 4 j _ a 
geben. Der Ausdruck -23,(7) +98 — — 220,4 (1--.23)0, werde 
oE | 
durch 9 oder O(x,£) bezeichnet. so dafs demnach F’(£) = — — MG erhal- 
\ > J ’ \ / Zum 


ten wird. Aus F(2)ox--F'(S)OS==0 ergiebt sich dann: 
F.0 








DE = —H— 05, 
a,f'(2) 
a u 
und wegen y(P91P2P5) = Y(— 8, ®, @,)- ——: 
or DE (-) ©, 
vD»mP) WwW—-9,0,#,) Fir) p, 


Nun sei 
p = (2—r)(2—s), 


und man multiplieire die eben erhaltene Gleichung rechts und links mit = — s; 


dann kommt: 








(2 —s)Oor o& _ () 
—.__ __  . (V,*® — 
v(P,P:P;) yv(—9,0,9) ° I'(v)(e—r) ’ 


und wenn man jetzt über die beiden Werthe von x, die der quadratischen 








Gleichung 
pı®,--Pp@, — 0 oder 
F'(x) = 
genügen. summirt: 
Fan w—s)ow en o& &.5 () u 
v(P,P2P;) ve ,@0@®) I" (z)(2@—r) 


Die Function © ist in Bezug auf x vom ersten Grade, während Fix, 
vom zweiten Grade ist, also ergiebt sich nach der Theorie der Zerfällung in 
Parlialbrüche: 

1) r,$) 


b 3 mn 





Fio)an) — 7,9? 
I(r,£) 


r).®, 


wofür man auch selzen kann, indem p,, also der Theil »,®, in 


It 


F\x,S)—=p,ö,--p:®, für e=r verschwindet; man erhält also, da ®, sich 
aus Zähler und Nenner forthebt, schliefslich: 








(4) ze _ __ Mrd... 
. y(ip, Pr P;) p,(r).y(—9,98,9,) 


Der Formel (4.) analog erhält man noch, entweder durch Vertauschune 
von r und s, oder durch ein dem bisherigen ähnliches Verfahren: 
(r-- NO8 9(s, 808 


5.) =%\ Mann 


vw P2P;) p,(s).Y—9,9,0,)’ 
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hierbei sind p,(r) und p,(s) zwei Constanten, nämlich die Werthe von p, für 
z—r und 2==s, während, um es zu wiederholen. r und s die beiden Wur- 
zeln von 9%, —=0 sind, und allgemein 

(I 2,5) == (1 — ca, —?2r0, 
veselzt ıst. 

Um einzusehen, dafs die beiden für die Transformation der ersten Gat- 
tung nölhigen und hinreichenden Formeln (4.) und (5.) wirklich auch rechter 
Hand nur die Differentiale von Abelschen Integralen erster Gattung enthalten, 
ist zu beweisen, dafs die Function ©, welche den Zähler der rechten Seite 
ausmacht, wenn r stalt x gesetzt wird, nicht allein in Bezug auf x, sondern 
auch in Bezug auf S vom ersten, obwohl scheinbar vom zweiten Grade ist. 


Man erkennt dies am leichtesten, wenn man das Product 9.© in der Form 


oo /0(9°) 
9° (= 2) 5,( ') 
08 


schreibt. welches dann nicht vom ie. sondern nur vom zweiten Grade ist. 





indem allgemein in einem Ausdruck wie w®'’— eu’ die höchsten Glieder sich 
aufheben; die vollständige Ausrechnung ergiebt: 


O(2,5) = Py2.1— 25) +25 — 20,7; 
und hierzu sind noch die Formeln zu bemerken: 
I(r,)O(r,F) = pP. (r)(®, oO, — 0,®,), so wie 
>(8,5)0(8,8) = Be (©, ©, — ®,@),). 


Was die dritte Gattung belrifft, die man auch allein betrachten kann. 
da aus ihr die übrigen durch Entwicklung nach dem Parameter hervorgehen, 
so multiplieire ich die Gleichung, welche oben vor dem Summiren nach 

















o ) ) 
nit as —ı multiplieirt wurde, statt dessen allgemeiner mit P; > wo 
if nd 
k ein beliebiger Parameter ist, summire dann und erhalte: 
S — Me BG x 9 mo Oh 
u 9 (PP P;) y(—-9,0,0,) I’ (r)(2 —h) y(—0o0,0,) 'F h „&) 


nach der Öaan der Zerlällung in Partialbrüche. Nach derselben Theorie 


2 


kann man wiederum. wenn “ und 2 die Wurzeln der Gleichung 
F' (k,: 6) ze 0 oder Fk, x) = 0 
i N I(k,£) . ) j 2 i ee “ 1 
bezeichnen, den Bruch vn Partialbrüche mit den Nennerm S—x und 
(R,S 
<— x zerfällen und erhält so: 


ee mdr a (z 9(h, x) | 9(k,z) 
be F' 








-—ı4_. * 


| 2 2 





r—h)y(p, pP; p, ) y(—09 09,0, 


. . v = “ 
(k,x) \(E—%#) F'(h,x)(E—x%) 




















4. 
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Zur ferneren Vereinfachung dieser Formel dient die Bemerkung. dafs, was 














oben für die zusammengehörigen Werthe x und £ bewiesen ist, auch für % 
; , ol’(.r, &) Fr, Ed) Gr. & 
und z gilt, dafs also, so wie oben, ——— = — — 2-77 oefunden 
Os @,(S) 
oF(k, x) M 
wurde, so auch — 2,0, Was So eben mit E”(%k, x) bezeichnet wurde. 
1074 
U(k, x) 2) (h, z) 
—— „ also 
0,(#) 
9 (k, x) ol) __ -@9,(%) 
F'(k,2) Hh,) Ati 


werden muls, wolür man auch, wegen 

F(k,z) = Ik," —p;(k)®,(z) —= 0. 
=,(2) = =, 

vv; DR 1) ph 

lich die elegante Formel für die dritte Gattung 


66, 2 


setzen kann. Man erhält so end- 








den Ausdruck — 


p,o.r 
(e—hk)y(p, Ps P;) 





rn 2 =,08 | €. 2) 9,08 
&: p,(h) Or 4 p;,(k : 


(S—#)y(—-0,0,0,) —x#)y(- o@©,@,) 











Die neuen Parameter x hängen BE = Weise mit dem alten A 
durch dieselbe Gleichung. wie 5 mit x zusammen, wie dies bei der Transfor- 
mation der elliplischen Integrale bekamntlich auch der Fall ist. Was die Form 
betrifft, in der ich die dritte Gattung aufgestellt habe, nämlich mit einem Zähler 
zweiten Grades, statt dafs man sonst eine Constante zum Zähler nimmt. so 
involvirt diese Form allerdings die erste Gattung, und hat man bei dieser 
Darstellung für die dritte Galtung, aufser der vollkommenen Symmetrie aul 
beiden Seiten, auch noch den Vortheil, dafs aus der Formel: 


(6.)  Ylps(k) wa PR 


2—h)y(p, Ps P;) 
' 2 0.08 
— yl®@, )). fi +02). /- FIR... - 
| ” ($—x)y(— 0, 8,9,) 


oder aus der gleich zz 


np i ) or 
(6". z/ Di‘ 
| ) (e—h)y(p,P:P,) 


o,(2) m,0£& u ff 0,08 





























f % / ! - (n 2 I 
I+hz" ($—x)} (— ©, 0,@,) 1 +12” (S—z)y(—0,9,9,) 


sofort die beiden für die erste Gattung erhalten werden können. wenn man 
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den Parameter % so wählt, dafs <—% in p, aufgeht, also wenn man k—=r 


1 2 
oder k—s setzt; dann werden die neuen Parameter 2 und z von selbst die 
Werthe von &, für welche @, — " ist, und welche ich mit o und o bezeichne, 


indem sich die Gleichung 9,9,--9%—=0 für , —=0 auf :%,—=0 oder 
1 2 
blols auf @,-—=0 redueirl; dann gehen also die Nenner rechts S—z und S—z, 


nämlich &—o und S— 0 beide in ©, auf, und in den so entstehenden Formeln 


/ p or m.(0) f. oJ ‚oE t ”,(6) J: ,08 
5” u Ze EEE sure “ - = — —. - em ————— 
—/ (e—r)yY(p, PrP3) I+-ro J (£—o)y(— 9,5,0,) !' 1+ro J ($— 0o)y(— 9,9,9,)” 


x /- — BR» or — nel @,0S _! 9,60) Sa m,0S 
| N— -5)} (P,P>P;) i+ so ($— 0) y(—9,9,0,) | Iso (£— 0)y(—@ 0,0,) 


sind nur Integrale erster Gattung enthalten. Die constanten Factoren der 

















Inteerale können auch conform der (6’.) dargestellt werden, indem ja (1--xS5) 
p,@,, wenn x einen der Werthe r oder s, und 5 zugleich einen der 
Werthe o oder © erhält; mit Berücksichtigung der zusammengehörigen Zeichen 


der Quadratwurzeln erhält man hiernach: 
\me.Ef Tem — 
(8, (0 /E ae —— +- (98, (0 ya mern _. .. und 
m). 5 Y — A 7% 


a Es 0,05 En aan = 2 „D: x 
ie (8; (0, ern: 00,0) 


Ich übergehe einige " betreffend die wiederholte Anwen- 














J > 








dung mehrerer solcher Transformationen,. bei denen die Function ®,@,@®, auf 
verschiedene Arten in das Product dreier Factoren zweiten Grades zu zer- 
fällen sein wird, so wie die reciproke Transformation, bei der 5 als Function 
von x zu betrachten ist. 

„Das Hauptresultat dieser Auseinandersetzungen besteht, um es kurz 
„auszudrücken, darin. dafs solche Abelsche Integrale durch algebraische Trans- 
„formation zusammenhängen, bei denen die eine Quadratwurzel (in 2) eben 
„so von den Horizontalreihen der Coöffieienten eines linearen Systems dritter 
„Ordnung abhängt, wie die andere Quadratwurzel (in £) von den Verlical- 
„reihen der Coöflicienten des reciproken Systems, dafs nämlich, wenn die 
„Quadratwurzel in den zu transformirenden Integralen sich auf 


„a t-bzry2 22°); br y2 02°), +b,r y2 + 6€) 
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„bezieht, die in dem transformirten Integral die Function 


Bi :} „ 22 R2.2E,/D__o. En di E.a 
(0,7 B,5Y2 /ı> )(2+ P2Sy? 72> /\03 -B,5y2 73 


Sn 


„enthält. wobei 
4» b.. c| |" ei, . (1. 0. 0 
.. es b». C5 | x A; Pr, P; 0, 1, 0 
a,, P ce, I... Ya, y,\ Io, 0. \ 


„ist. und dafs die algebraische N en in separirter Form: 








d, + h, F + nr € &; + P,51 2+ 3 us OÖ 
: -b,. xyRr-+c, 0? a+p:V2+7,8 zig, 
„die Gleichung zwischen den Parametern 
a, +hhky2 2+ch c N ‚ @,4+P,2V2-+7,r° 0 
a,+b,hY2tch | a t+havr2tye 


„wird *).” 
Mit dem Wunsche. Sie mögen dieses Schreiben einer freundlichen 
Antwort würdigen. erlaube mir zu zeichnen etc. 


G. Eisenstein. 


Königsberg, den 21. November 1851. 


Ihr freundliches Schreiben vom 1. Nov. hat mich sehr erfreut, und die 
darin milgelheilte Entwickelung mein Interesse in hohem Grade in Anspruch 
genommen. Der Zusammenhang der Transformationsgleichung zweiter Ordnung 
des Abelschen Integrals erster Classe, mit den Coeffieienten zweier lineärer 
reeiproker Gleichungssysteme ist neu, und daher, auch abgesehen von der wei- 
tern Entwickelung., deren Analogie mit der Abelschen Methode mir zwar bekannt. 
aber in dieser Form mit allgemeinen Coöfficienten der Substitution sehr interes- 
sant ist, Grund genug die Sache sofort zu veröffentlichen. Was das Theorem 
selbst betrillt, so bitte ich Sie, meine alte Abhandlung Seite 18 aufzuschlagen. 


*) Den obigen ähnliche Betrachtungen lassen sich an eine Relation von der Form 
p,®, 4+9,9,+p, a, tp, o,—=(0 anknüpfen, wenn man sie in die beiden »,@, +P,8, = 0 
und p,9,+pP,9,=0 zerfällt; die Functionen » sind hier vom dritten Grade, doch it ihr 
Product v PP: v, nicht die allgemeinste Function 12ten Grades, da, wenn jene Relation 
möglich sein soll, die Determinante der 16 Coöfficienten verschwinden muls; die Coefli- 
cienten der ® werden hierbei die sogenannten kleinen Determinanten. 

Mai 1552. 
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und das Theorem unten nicht nur, sondern auch die Gl. 14. u. 15. anzusehen, 
um sich zu überzeugen, dafs es mit dem Ihrigen übereinstimmt. Denn Ihr 
Product p,9:p; lälst sich, wie ich vorher gezeigt, auf die Form 
(1— ev) (1— av) (1—re)(1— se) 
bringen. und die Translormationsformel: 
U m--ni-+ pt? 


e — - 


m+nttpt' e 
wodurch ich das Integral: 


J- F (v?)+-oF, (ef) ‚ 
a I. BEERBERIRE. An SBEEN ARE co 


yd— ev’) 1— av’) I— ro) (I— sv) 





aul die Summe zweier ähnlichen Integrale, unter deren Wurzel der Ausdruck 
(e+dt)(e- ft V—-U)V—aU) 
steht. bringe, läfst sich wohl als nieht verschieden von der Formel 
1— v” V—U 


— name ——— m — — 


I u#v! — V—aUÜ 
ansehn. welche mit Ihrer Formel übereinkommt. 


Die bei jener Arbeit zu überwindenden Schwierigkeiten bezogen sich 
vor allem auf die Grenzen, und den zur Berechnung des Integrals anzu- 
wendenden Algorithmus. Ich verfolgte daher damals weniger das zum Grunde 
liegende algebraische Prineip. In mehreren bis jetzt nicht edirten Arbeiten, 
namentlich über die Umformung derjenigen Fälle, worin die von Ihnen durch 
Pi» Pi» P5 bezeichneten Gröfsen nicht alle drei in reelle lineäre Factoren zer- 
iegbar sind, in die Normalform, so wie namentlich in einer gröfsern über die 
Translormation der Summe zweier Abelschen Integrale ersten Grades mit von 
einander unabhängigen Grenzen in eine ähnliche, bin ich veranlafst gewesen, 
das algehraische Prineip weiter zu verfolgen. jedoch nicht bis zu Ihrer Quelle 
gelangt. Da die Herausgabe beider Arbeiten, wenn sie ganz ordentlich und 
vollständig werden sollen, zeitraubend ist, so habe ich sie noch nicht aus- 
führen können. 


\Wenn Sie eine Abschrift des mathematischen Theils Ihres geehrten 
Schreibens besitzen, so würde ich der Ansicht sein, dafs Sie dieselbe sofort 
an Crelle, als ein Schreiben an mich, zum Druck geben, wodurch zugleich 
die Erklärung sich von selbst ergiebt. weshalb der Gegenstand nicht weiter 


ausgelührt ist. In diesem Falle würden sie es vielleicht geeignet finden, einen 


Auszug aus meiner Antwort in Urelles Journal folgen zu lassen, und hier- 
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für setze ich noch eine einfache Bemerkung her. die dann eine geule Stelle 
finden würde. Sie bezieht sich auf das Fundamentaltheorem der elliptischen 
Transcendente Qu, für vier Argumente, oder vielmehr auf die Ableitung des- 
selben aus dem K#ulerschen Additionstheoreme. 

Nach einer Anmerkung, welche ich im 36ten Bande des Ürelleschen 
Journals gemacht > bleibt der Ausdruck 


- ksinam u, sin am u, ‚(14 k: Sin am , sin am, ) 


(0.) r 


( - + ksinam u, sinam «,) ( I— A sinamı Ta sinam HM, 





ungeändert,. wenn man slalt der vier Ärgumenle 
U, %, Bu, U 
respeclive U/,, Ü,, U,, U, 

setzt. welche leiztere aus den Gleichungen 


(2) ww =U,-tT,, u — U, —U,, w—u—Ü;,-U, u, —=lU,—U, 


folgen. Ich habe u dabei der, aus der Tten Formel des $. 18. der Fun- 
damente hervoreehenden Formel 


1— ksin’amt (uno 4 -ksin’am (u —v)) 
I— ksinamusinam» — ( we Kan 
1— k’sin amı ln -e)sin” amı(u— ev) 











bedient. welche ich auch hier anwenden will. 

Addirt man den obigen Ausdruck («.) zu 1. benutzt die eben erwähnte 
Formel zur Umformung des Nenners, auf welchen diese Summe gebracht wird, 
und bedenkt, dafs das dabei vorkommende Product 

(1--ksin am! (u, — w))(1— ksin’ami (u, — u, A uni -U,)): 
(i-- ksinami(u, — u, 
durch Substitution der Argumente U,, Ü;,. U,, U, der vier Gleichungen (?.) 
halber ungeändert bleibt. so folgt daraus. dafs auch das Product der drei 
Factoren 
Weed... am, sin am %, sinamı, sinam %,) 
(A.) (1— A’ sin’am 
(1—Ksin’am. 


| \ \ . 
u, 17 u,)sin am} (u, — U,)) 


\ 
(u, u,)sin am 3 (u, — «;)) 


Du we 


sich derselben Eigenschaft erfreut. 


Aus der Definition der Function Qu 





uU 
Iu Izu O4 
— 0° er 
Jo 
u.E ’ ö a J 
worin Zu — Kamu — 7 gesetzt ist, leitet man direct die Grundgleichung 
ı 


35 * 
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derselben für zwei Argumente auf folgende Art ab. Wenn man in die aus 

dem Kulerschen Fundamentaltheorem der 2ten Gatlung folgende Gleichung 

des 8. 49. der Fundamente 

v x 2h” sing cosp Ag sin? « 

2Eg— Eo— EI — — r = T 
1— k’sin’« sin’ 





die Werthe 
.—ama, y=amu, o—=am(u-a), IJ—=am(u— u) 





zurückselzi. so erhält man nach Einführung aa = uncelion Z folgende Gleichung 


dsin?’am u 


ou 








2 Zu — Z(u+a)— Z(u—a) — Ksin’ama- . 
| I—k*sin’amasin’amu ? 

deren Integration nach #, von a==0 an ausgeführt, nach Einführung der 

Function © die bekannte Gleichung 

)(a+n) Ila— u) 9090 


1— /*sin’amasin’amu — 
(Ja)’(9u)? 





liefert. 
Mit Hülfe derselben gehen die beiden letztern Factoren des Products ( A.) 
respective in folgende Ausdrücke über: 
u, Fu, 090 
(Hu, +,))’ (lu, —u,))* 
u, u, 9090 


(YHlu, + 1,))" (Gr —MA y” 








aus deren Substitution in dasselbe Product, da der dadurch entstehende Nenner 

alu, 1) — WO L(u,-+-u,) Al, —Uu,, 
durch Substitution der Argumente ÜU,, etc. wieder ungeändert bleibt. sich 
ergiebt. dals das Produel 

1— A sinamw, sinam%, sinamz, sinamu,) Ou, Ou, Ou, Qu, 
dieselbe Eigenschaft besitzt, oder, nach Einführung der Function 
Hu —= yksinamu.Ou, 
dafs die gesuchte Gleichung besteht: 
Qu, u, Qu, Qu, — Hu, Hu, Hu, Hu, 
— OU, O0U,0U, OU, — HU, HU, HU, HU,. 
Man kann wohl auch diese Fundamentalgleichung der Function © direct durch 
eine Integration finden. 
Etec. 


FE. Richelot. 




















15. 

Kurze Ableitung des Legendreschen Satzes über 

die Reduction der Berechnung emes sphärischen 
auf die eines ebenen Dreiecks. 


(Von Herrn A. Winkler, Ingenieur-Practicanten zu Carlsruhe. ) 


Der von Legendre im Jahr 1787 aufgestellte Satz, dafs die Be- 
rechnung eines sphärischen Dreiecks mit kleinen Seiten durch Verminderung 
jedes seiner Winkel um den dritten Theil des sphärischen Excesses auf die 
Berechnung eines ebenen Dreieck, welches dieselben Seiten hat wie das 
sphärische, zurückgeführt werden kann, ist von seinem Entdecker (M. s. die 
Note II. von Legendre in Delambre's Methodes analyt. pour la delerm. 
d’un arc du meridien ) nicht ganz direct hergeleitet worden. Die mir be- 
kannten sonstigen Herleitungen enthalten mehrere Reihen - Entwickelungen, 
und sind ziemlich weitläuflig. 


Die nachstehende Ableitung ergiebt sich aus zwei bekannten, einander 
analogen Formeln der sphärischen und ebenen Trigonometrie, und erforder! 
nur die Entwickelung des Sinus nach Potenzen des Bogens. 


Es seien nämlich a, 5, e die Seiten (welche hier als kleine Gröfsen 
erster Ordnung betrachtet werden sollen) und A, B, C die ihnen gegenüber- 
stehenden Winkel eines sphärischen Dreiecks. Ein ebenes Dreieck habe die- 
selben Seiten «, 5, ce wie das sphärische; A,, B,. C, seien die ihnen gegen- 


überstehenden Winkel. 


Die zwei erwähnten Formeln sind: 
EEE? WOHER ( sin 4(a-+ u be 
.. sinz(a-+-b+e)siny(—a+b-+e) 
./r (a+b—e)(a—b-+e) 
tang 1A, —= ( (a+ ai N 
ce (a+b+e)— a+b+ es 


Die erste derselben geht, nachdem die Sinusse in Reihen entwickelt. 








| 
| 


die gemeinschaftlichen Factoren herausgezogen und die Multiplicationen unter 
Weglassung der Glieder vierter und höherer Ordnungen ausgeführt worden 
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sind. in die folgende über 


4. ® (a+b—e)( h —)-] = 1 (a + b°+ N. 
Aue (a+b +c)(—a+ be) I, „(a° + 6° Fe Fr 2be) 


Setzt man nun für den ersten Factor tang}A, und ER den 


— 





—— 
m 
— 
— 
—_— 
-_ 

| De 


Bruch unter der Wurzel des zweiten Factors in eine Reihe, von welcher 
man nur die Glieder bis zur vierten Ordnung excl. beibehält, so findet man: 


tang A tang 4A, y(1-+-1be), 
oder. genau, bis aul Gröfsen vierter Ordnung: 
tang +4 — tang A, = Lbe.tangt 4: 
welche Gleichung sich auch so schreiben läfst: 
14 (A— A) —= 4-!besin4 A,costA. 


Da diesemnach sin 4(A— A,) eine Grölse zweiter Ordnung ist, so hal 
die Verwechselung des Sinus mit seinem Bogen einen Unterschied erst von 
der sechsten und die Verwechselung von cos4ÄA4 mit cos} A, einen Unter- 
schied erst von der vierten Ordnung zur Folge. Es ist also, bis auf Gröfsen 
vierter Ordnung genau: 

A—A, — 4-!besin A,. 

Der Factor }besin Ad, drückt den Inhalt des ebenen Dreiecks aus, 
welcher ebenfalls bis auf Gröfsen vierter Ordnung dem sphärischen Excess 
oleich ist. Bezeichnet man diesen durch E&, so erhält man 

A—A = HE, 
B-B —e DL, 


3 


Y Y Y 
Ü ( je m [ Y & 
ers “> 


3 
welche Gleichungen selbst dann bis auf Gröfsen vierler Ordnung genau sind. 


wenn man den sphärischen Excess aus dem Inhalt des ebenen Dreiecks sucht. 
Im October 1848. 




















In 
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16. 
Lehrsätze. 


(Von Herrn Professor J. Steiner zu Berlin.) 





Mr 

By Werden einem vollständigen Vierseit irgend zwei Kegel- 
schnitte eingeschrieben, so liegen die acht Puncte, in welchen sie die 
Seiten berühren, allemal in irgend einem dritten Kegelschnitte.” 

Und umgekehrt: 

b) „Liegt man durch die vier Berührungspuncte eines dem Vier- 
seit eingeschriebenen Kegelschnitts einen beliebigen andern Kegelschnitt, 
so schneidet dieser die Seiten in vier solchen neuen Punclen, ın welchen 
dieselben allemal von irgend einem dritten Keyelschnitte berührt werden 
können.” 

Ferner: 

c) „Die gegenseitigen vier Schnittpuncte je zweier, demselben Vier- 
seit eingeschriebenen Kegelschnitte liegen mit jedem der drei Paar Gegen- 
vchen des Vierseits zusammen in einem Kegelschnitte.” 

Und ferner: 

d) „Von den acht Berührungspuncten je zweier, demselben Vierseit 
eingeschriebenen Kegelsehnitte liegen zwölf mal vier mit irgend zwei der 
vier gegenseitigen Schnitte der letztern zusammen in einem neuen Kegel- 
schnitte. Die dadurch bestimmten neuen zwölf Kegelschnitle ordnen sich 
in sechs Paare, welche einander doppelt berühren; nämlich durch je zwei 
der genannten vier Schnille gehen zwei neue Äegelschnitte, die sich in 


denselben berühren. 


Analoge Eigenschaften finden in Rücksicht des vollständigen Vierecks statt. 

2. „Beim vollständigen Viereck tim Kreise haben die Bechtecke 
unler den drei Paar Perpendikeln, welche aus irgend einem Puncte des 
Kreises auf die drer Paar Gegenseiten des Vierecks gefällt werden. 
jedesmal gleichen Inhalt.” 

3. 4) „Werden emem Dreiseit ABU irgend vier Kegelschnilte 
eingeschrieben, so haben je zwei derselben (aufser den drei Seiten des 
Dreiseits) noch eine vierte gemeinschaftliche Tangente T; was zusammen 
sechs T giebt; diese sechs T schneiden jede der drei Seiten A, B und C in 
sechs solchen Puncten, welche Involution bilden.” (Nämlich die Tangente 
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je zweier Kegelschnilte und die Tangente der jedesmaligen beiden andern, 
eeben je ein Paar conjugirle Puncte.) 

b) „Pienn irgend vier Kegelschnilte einen Brennpunct und eine 
Tangente A gemein haben, so haben sie, zu zwei und zwei, noch sechs 
Tangenten T gemein, welche jene Tangente A in sechs Involutions- 
puncten schneiden. 

I. „Haben vier Parabeln den Brennpunct gemein, so haben je zwei 
derselben nur erne gemernschaftliche Tangente T (aufser der unendlich 
entfernten); was zusammen sechs T giebt. Die aus irgend einem Puncte p 
auf diese sechs T gefällten Perpendikel (so wie auch die durch p den 
sechs T parallel gezogenen Geraden) bilden jedesmal Involution.” 

5. a) „Dond ın einer Ebene eine Parabel P’ und irgend ein System 
confocaler Keygelschnitte CÜ’ in fester Lage gegeben, so hat die P’ mit jedem 
C* vier Tangenten gemein, von welchen P* in je vier Puncten a, b, ce und d 
herührt wird. Das Product der aus dem Brennpunct der Parabel nach den 
je vier Berührungspuncten gezogenen Leitstrahlen ist constant, also 

fa.fb.fec.fd = constant.” 

Wird die Parabel von den aus den gemeinschaftlichen Brennpuncten 
der Kegelschnitte Ü° an sie gezogenen zwei Paar Tangenten in den Puncten 
a,. b,. €, und d, berührt, so hat insbesondere auch das Product 

fa, .fdı.feı.fd, 
denselben constanten Werth. 

b) „Wird die Parabel, ın derselben Ebene, um ihren festbleibenden 
Brennpunct f beliebig herumbewegt, wobei sich die durch jeden Kegel- 
schnitt Ü" bedingten vier Derührungspuncte a, b, c, d ändern, so behält 
das Product 

fa.fb.fc.fd 
für alle Kegelschnitte EC’ denselben constanten Werth. 

Und ferner: 

c) „Für jede beliebige andere Parabel, welche nur denselben Brenn- 
punct f hat, behält das genannte Product den nämlichen constanten Werth. 

d) „Die angegebenen Eigenschaften (a, b, c) bleiben analogerweise 
bestehen, wenn an die Stelle der confocalen Kegelschnitte C’ ein System 


eoncentrischer Kreise tritt. 
Berlin. im Mai 1852. 
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17. 


Einige Bemerkungen zum KEulerschen Additions- 
theorem der elliptischen Integrale. 


(Vom dem Herrn Dr. Richelot, Prof. ord. an der Universität zu Königsberg in Pr.) 


Kater hat bekanntlich das Additionstleorem der elliptischen Integrale 
auf indirectem Wege, nämlich dadurch gefunden, dafs er eine symmetrische 
ganze ralionale Gleichung zweiten Grades zwischen zwei Variabeln differentiir! 
und das Resultat auf die Form 

dy dır 
an — — 0 
va) Tvele) 
bringt, wo der Kürze wegen 
ft = 4-+2Bı-- Cr’--2Dr’ + Kat, 
fr = 4-+2By -- Cy?-+2Dy’+ Ey* 


gesetzt ist. Da die genannte endliche Gleichung sechs und die gefundene 





Differentialgleichung nur fünf von einander unabhängige Constanten enthält. 
so. erkennt Euler in der erstern eine vollständige Integralgleichung, und stellt 
nun eine kunstreiche Rechnung an. um die ersten sechs Coöfficienten durch 
die fünf letztern und eine sechste Consltante auszudrücken, welche dann die 
willkürliche Constante der Integralgleichung ist. 

In der später von Lagrange gefundenen direclen Integration der 
nämlichen separirten Dilferentialgleichung erscheint die Integralgleichung in der 
Form, dafs die willkürliche Constante abgesondert ist, oder, wie man jelzt zu 
sagen pflegt, als Integral derselben Differentialgleichung. 

Obgleich Kuler in der Folge dieses Integral, dessen Ableitung von 
Lagrange er so ungemein bewundert, dazu benutzt hat, die obenerwähnte 
Bestimmung der sechs Co&fficienten auf eine andere Weise auszuführen und 
dann auf diesem Wege seinen Zusammenhang mit der oben erwähnten Inte- 
gralgleichung nachzuweisen, so wülste ich doch nicht, dafs man Dasselbe ohne 
weilläuftige Rechnung, direet durch Auflösung der Kuterschen Integralgleichung 
nach einer sechsten Constante entwickelt hälte. Ich werde in den folgenden 
Zeilen diese einfache Auflösung mittheilen und einige Bemerkungen über 
den Zusammenhang der #ulerschen Bestimmung jener sechs Constanten mil 
andern bekannten Gegenständen voranschicken. 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLIV. Heft 4. 36 
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$. 1. 
Setzt man der Kürze wegen 
a 2b +de —= 2A, a-- 2by a eu BE, 
(2.) b--(c+d)x-- ex” =... d-(c+d)y+ey? = Y,, 
Id-- 2ex Ti = 32, d+- 23ey +fy’ = 2Y., 
so lälst sich die oben erwähnte ganze ralionale symmetrische Gleichung 
3) 0 a-+-2b(2-+-y)-+Rcry-+ de —y)-—Rery(ce{-y)1fey’ 
auf folgende zwei Formen bringen: 
1) 0 = A-Ay+Ay, 
Le I0 — Y- 4 2 -| Y,x. 


by 


> 


deren Differentiation nach x und y folgende Dilferentialgleichung giebt: 
5.) 0 (A, Y,—-2Y,r)dı. 
Andrerseits geben die beiden Gleichungen (4.) die Formeln 
(A, +2X,y) AY7—A4AAX,, 
(Y-+2Y,..” = Y, —AYY.. 
Man erhält daher, je nachdem die Werthe der Gröfsen z und v dem Producte 
1 


A,+2X&y)Y,--2Y.r) 


1 = 
einen positiven oder negaliven Werth geben, aus der Differenlialeleichung (5.) 


5%) ı” 3 
— 2 A,y)dy— ( 


(6.) 


l 


1] 


lolgende Gleichung: 








n. dy edr 
(4.) Ä e Tr = 0; 
i yv(Y’—4YY) y(Ar—4AA,) 
wo e—= +i zu setzen ist und das obere Zeichen für den positiven. das untere 


für den negaliven Werth des Produels (6.) gilt. 
Vergleicht man nun die Coäfficienten der gleichen Potenzen in den 


Ausdrücken 
A,»—4A.A, und fer, 
so erhält man die Gleichungen: 
A = b—ad, 
B=bc—ae, 
(Ss) <C = d—af—2(be— cd), 
D = ce—bf, 
E = e — df, 


aus denen man, um die gegebene Funclion fir durch die Form 
A,)—AAX, 


darzustellen, die sechs Gröfsen a, d, ec, d, e, f durch die gröfsern fünf 


- Buch- 
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staben und dureh die Formel 
e—af —= M 
ausdrücken kann. Die Substitution dieser auf eine ähnliche Weise von Kuler 
sefundenen Ausdrücke in die Gleichung (3.) führt auf eine quadratische Glei- 
chung in Bezug auf M, deren Auflösung ein Integral giebt, welches nach 
einigen Reduclionen auf die von Lagrange gefundene Form 
/ » / ’ 2 
vilyv)—:v(IR%) ’ FE : ua, 
(9.) (AI Ai nig —2D(y+2)—- Eye” = M 

i va 5 v 2 

zurückkommt. welche das Integral der Differentialgleichung 


dy , edr 0 
v(fy) ' vl) 





ıst. 


S. 2 
Zuvörderst die Auflösung der Gleichungen (8.) läfst sich aus einem 
allgemeinern Gesichtspuncte aullassen und dann aus bekannten Formeln ab- 
schreiben. Sieht man nämlich die Grölsen 
a,6,f; 
e,c,db 
als die Coefhieienten der ternären Form 


! 


ax'xz' + de" + fa"x" + Rer"r" + 2cr"x + 2b" 
an. welche durch die Substitution 
! „ ns 
seh, fFuarty, Ze 
in die Seite rechts der Gleichung (3.) übergeht. so sind die den Gleichun- 


gen (8.) entsprechenden Werthe der Grölsen 


E, M, A, 
—B, — U M—-C), —D, 
wo M = ce —.af geselzt ist, die Coöflicienten der zu jener gehörigen ter- 


nären Form (Forma adiunela. Disq. arith. No. 267.): 
Ey'y'-+ My"y"-- Ay'"'y'' —2By"'y"' — (M—C)y"y'— 2Dy'y". 
Dieselbe hat die Eigenschaft, dais sie durch die Substitution 
rn vw 1 
in die Function fz übergeht. 
Man erhält daher umgekehrt aus den hiezu gehörigen bekannten Formeln, 


wenn man die Determinanten der beiden Formen durch 
36 * 
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\ ae’ + de + fW — adf — 2bee = A, 

IEB'- M.\M-—C}-- AD’— EMA-- DB(MC) —D 
bezeichnet. folgende Ausdrücke für die Coöflieienten der ersten Form: 
Eee r} 


(10.) 


(11.) ) B'— AM —a.d, XM-C’—AE =d.4A, #— EM == fd, 





\IBE- Du K-C)—=-ed, BD--Mı\NM-C=-e4d, AD- Bi M-C)——b4; 
welche mit den von Kuler gefundenen Formeln, mufatis mutandis, überein- 
stimmen. 

Setzt man nämlich die erste Form der Kürze wegen 

== M(a,2",") 

und führt statt der Variabeln ©’, «”, x” die durch die Gleichungen 
|: EF'z —= au'-+bi"+c"—= yy+tJ), 
E'z" — br’ -+de" er" —= y y(+4), 
HE un er ea ey") 


' „ 


bestimmten Gröfsen y', y", y' ein, wo das obere Zeichen für einen posrti- 


vw 


w- no I 


ven, das untere für einen negativen Werth von ./ zu nehmen und der Werth 
/—-0 auszuschlielsen ist, so gelangt man zur zweiten Form. 
Nun folgt aus der identischen Gleichung 
F(z,2",2") = Ye? +.’ Fe’ 2" Fr") 
lolgende: 
Ke,, 2") = KrI1)\ ey”! 


’ | 


z"y"), 

welche, mit Benutzung der aus den Gleichungen (12.) folgenden Werthe von 
er’, 0", @, mit der zweiten Form verglichen, auf die Gleichungen (8.) führt; 
und eben so. mit Benutzung der aus diesen Auflösungen der Gleichungen (12.) 
folgenden Werthe von y', y’, y" (ausgedrückt in den grofsen Buchstaben), 
so wie eines Lehrsatzes aus der Theorie der Determinanten. mit der ersten 
Form verglichen, die Gleichungen (11.) giebt. 

Diese unmittelbar auf Formen von einer beliebigen Anzahl von Va- 
viabeln auszudehnende Bestimmungsarl der Coöfficienten zusammengehöriger 
Formen leidet nur eine Ausnahme, wenn die Determinante der ursprünglichen 
Form, hier als der Ausdruck ./, verschwindet. Schliefst man also diesen Fall 
aus und nimmt die sechs Gvrölsen «, d, ec, d, e, f von einander unabhängig an, 
so sind die durch die Gleichungen (8.) bestimmten fünf Funclionen derselben, 
und die Function 


M=ecd-— af 
ist die sechste der von einander unabhängigen Funclionen dieser sechs Gröfsen. 
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Daher ist Y in der Integralgleichung als eine wellkürliche Constante zu be- 
trachten. 

Diese Bemerkung ergiebt sich schon daraus, dafs, wenn die sechs 
Functionen nicht von einander unabhängig wären, die sechs beliebigen Gröfsen 
a,b, ce, d, e, f mittels der Gleichungen (11.) durch weniger als sechs Grölsen 
ausgedrückt werden könnten; was ein Widerspruch ist. 

Allein ich will diese Gelegenheit benutzen, um die von Jacobe (S. Band 22. 
Seite 319 dies. Journ.) sogenannte Functionaldeterminante dieser sechs Func- 
tionen zu bestimmen, von deren Verschwinden oder Nichtverschwinden es 
bekanntlich abhangt, ob die Functionen von einander abhängig sind. oder nicht. 


Man betrachte folgendes System linearer Gleichungen: 

















2° DEE: CEO HER: DFG 7 DRRBREE .' 208 

k= dada Far oaob ET. dade “e "Dadd“ IT dade we daof“ 

„94,194, 194,194 1,94, 04 > 
13.) IT mat T man TeT Mi Tee og” 

etc. 

24.124,94, P27 Be; 7 

Taf ae de Taf Ta Ale of" 


deren Coöfficienten die zweiten parliellen Differentialquotienten der Determi- 
nante ./ nach den sechs Elementen, oder die ersten parliellen Differential- 


quotienten der sechs Functionen 








04 . ; 04 ; | ‚ >’ | j 
— —e—df=KE, — =2bf—ce)==—2D, — —2(ed—be) — —M—Ü), 
[677 oh oC 

0A oA od 

— —l—uf=M, — =2(ae—be)—= —2B, —: D"—ud — A 

od / r de \ ’ 4 of 


sind. und in denen die Gröfsen x,. x,. elc. die Unbekannten und die 
Gröfsen k,, k,, etc. beliebige gegebene Werihe bezeichnen. Da die gesuchte 
Functionaldeterminante mit dem Nenner der sechs Ausdrücke für x,, :r,, ele.. 
welche diesen Gleichungen Genüge leisten. übereinstimmt, so kommt es darauf 
an, dieselben aufzulösen. 

Zu dem Ende bediene man sich der aus den Eigenschaften der Deter- 


minanten geradezu sich ergebenden drei ödentischen Gleichungen 


or a "hs: Tune #7 Blree 
0A oA 0A 
IETAETE es 
a , 04 04 

get Pae teczr u 
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Differeniiirt man dieselben nach allen sechs Elementen. so erhält man 
dreimal sechs identische Gleichungen, mit deren Hülfe aus den vorgeschrie- 
benen sechs Gleichungen (13.) folgende drei folgen: 














i er n 041 | oA oA 
Sa ak‘, i dk; u el, u fh; Te 2 ee LE £ r . WER rn gu L, “ 
! ou ob : € 
oA h oA 04 
14) | — ak, — 2bk,— ck. Fer 
db od oe 
ı 04 oA | 7. 
— ak, — 2bk,— ck, —r,— 2,2 “ / L. 
old de Ä of | 


Verlauscht man hierin überall die sechs Buchstaben 
m Tue Fo PR Toon; 


respeclive mil 
und mil 


so erhält man zwei ähnliche Systeme von drei Gleichungen. Das eine (15.) 
enthält die unbekannten Gröfsen 

Br Bir 
das andere (16.) die Grölsen 

En: 5 
und in allen drei Systemen ist die aus den neun Co6fficienten gebildete De- 
terminanle die Determinante der neun Gröfsen 











9.04 04 04 
oa ’ ob ° oe ” 
oA y o4I oA 
ah “ - ol “ 0e [3 
oA o4 2 04 
Br u u‘ - 7 9 
oc oe of 


oder, mit Bezug auf die Gleichungen (10.) und (11.): 


— SD —= 811. 


Da nun diese Deierminante der gemeinsame Nenner der sechs aus den drei 
Systemen von Gleichungen (13, 14 und 15.) sich ergebenden Werthe der 
Unbekannten ist, so stimmt sie auch mit der Determinante der 36 Coöfficienten 
der Gleichungen (12.). also mit der gesuchten Functionaldeterminante bis auf 
einen econstanten Zahlenfactor überein, welchen man leicht durch Vergleichung 
zweier gleichnamigen Glieder findet. 
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Dies giebt demnach folgenden Satz: 
Die Functionaldeterminante der sechs Funclionen 
e—df, 2(bf— ce), 2(cd—be), 
ce —af, 2(ae—be), "— ad, 
oder, was Dasselbe ist, die Determinante der 36 parliellen zweiten 


Differentlialquotienten der Determinante ./ der Gröfsen 


—u, —bI, —e, 
—b, —d, -—e, 
— C, rn e, —f, 


stimmt, bis auf einen Zahlenfactor, mit dem Quadrat der letztern Deler- 
minante überein, und ist, wenn man die Elemente nach den sechs Gröfsen 
a,b,c,d,e,/f auf einander folgen lälst, also so wie die Coöfficienten 
der Gleichung (13.) geordnet sich zeigen: 

— —1614. 

(ranz auf dieselbe Weise findet man einen analogen Satz für mehre 
Elemente, und auch für solche, bei denen die horizonlalen Reihen mit den 
verlicalen Reihen nicht übereinstimmen. Aufserdem bestäligt der Satz die 
obigen Bemerkungen in Bezug auf die Unabhängigkeit der obigen sechs 
Ausdrücke. 

$. 3. 

Ich gehe jetzt zu dem eigentlichen Zweck dieses Aulsatzes über, indem 
ich das Integral (9.) ohne vorhergehende Auflösung der Gleichungen (8.) 
aus der Integralgleichung (3.) ableiten werde. 

Zieht man aus beiden Theilen der Gleichungen (6.) die Quadratwurzeln 
und benutzt die daselbst ($.1.) eingeführte Bezeichnung, so erhält man die 
Gleichungen 
A7—AAA., = tey(fe). 


p8 
tey(Y, —4 YY.) = + v(fYy)- 


MM) Iran. — 
Zieht man diese beiden Gleichungen von einander ab und erhebt beide Seiten 
der resultirenden Gleichung zum Quadrat, so erhält man, mit Benutzung der 
Formeln (2.), die Gleichung 

(Fey +) HF ya = GM Eer ID)". 

Addirt man hiezu die aus der Gleichung (3.) durch Multiplieation mit f(y— x, 
hervorgehende Gleichung 
0=(y—z) (af Rbof(y+z)+Refyetdfy-+a)+2efyc(y+2)+fy'r), 
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so erhält man, nach der Division mit die Gleichung 
ey na "piN? 
e — af - 2 (ce —bf)( -r)- ep —df)( — (X (fr) vif '); 
| y—ı 
woraus mit Hinzuziehung der Bezeichnnng (8.) folgt, dafs der Ausdruck 











. y) | /{ x ’ | \ N \2 2) . 
(16.) (AR En, -2D(y +2) — Ey+2) — “—auf, 


v—ı 
also unabhängig ist von den in der Differentialgleichung 


(17.) A. A 
Su y(fy) Ä yv(fx) ev. 


vorkommenden Variabeln und Constanten:; d.h. dafs die Gleichung (16.) ihr 





Integral ist. da sie aus der Integralgleichung derselben abgeleitet wurde. 

Es folgen hieraus, beiläufig bemerkt, die Formeln (12.) direct und 
ohne weitläuflige Rechnung, dadurch, dals man nach Einführung der Gröfse 
M=- ce’ — af die Gleichung 


()—ev(fir)\: ® an 
EN pe 


v-K& 


durch Multiplication mit dem Factor 





vyvihbtevta)” one Bi 4 
4) ( )—2D(, + u0)— Ko rE£) —M, 


Y—ıL 


rational macht. wodurch man folgende Ausdrücke erhält: 


o— (LE) _2M4+2Dy4+mD+EYy + N He) 
N-+2Dy-a)+ Ey-e)(y a. 
Die Vergleichung derselben mit der Gleichung (3.) giebt die Gleichungen: 
4B— AM) = aN, 
2B(C—M)—4AD = N, 
2C(C — M) —4BD = ecN, 
(C— M/}—4AE — dN, 
2D’C—-M —4BE —= eN, 
4‘D’— EM) —— IN; 
wo N ein Factor ist. den man durch die Vergleichung dieser Formeln mit 
den Gleichungen (8.) findet. wonach 


1} 


N’ — 4{4D° 4 EB: M(M—CY —4AEM — 4BD(C— M)) 


ist und also die genaue Übereinstimmung mit den Formeln (11.) Statt findet. 














'®#) 
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S. 4. 

Aus derselben rationalen Integralgleichung (3.) läfst sich das Inteeral 
er Differentialgleichung (17.) in einer andern Form ableiten. welche vor deı 
eben gefundenen einen gewissen Vorzug hat. Zu dem Ende bilde man 
den Gleichungen vr folgende: 


Ati 


welehe, nach Substitution der Ausdrücke (2.) für A,. A;. Y,. Y;. die Form 


/ 2 
+ vl) z Bi; ver) — b - OIV d( Er A 
—— Yv Prem _r . l p 


ınnımmi Erhebt man beide Seiten dieser Gleichung zum Quadrat und sub 


trahirt davon die aus der Gleichung (3.) folgende Gleichung 
0 ad-R2bd(z--Y)--2cd(x--y)+d’(c-+y)-+2dery(2-+y)+dfay'. 
so erhält man 
E YV ii TT N er , 
(= E35 =ıcp) - — (b’ — ud) - (ee —df)y x" +2(be— cd)yx 
rn 


Hieraus zeigt sieh, mit Benutzung der Bezeichnung (8.), dafs der Ausdruck 


pP x £ | x Ye A Y y/ 
(18) — EIER yvila £) — — — kEyz = 2(be—.cd), 


YVoc — L vr 





also unabhängig von den Variabein und Constanten der Differentialgleichung ( 17.) 
ist. d. h. dafs die Gleichung (17.), da sie aus der Integralgleichung derselben 
folgt, ein Integral derselben ist, 


Aus der dritten Gleichung (8.) folgt der Zusammenhang zwischen den 
beiden willkürlichen Constanten der beiden Integrale (16. und 18.), indem die 
Differenz beider gleich der in der Differentialgleichung vorkommenden Con- 
stante Ü ist. Es läfst sich daher das letztere Integral auch dadurch aus dem 
erstern direct ableiten. dafs man von demselben die Gröfse € abzieht und 
das Resultat einer andern Constanle gleich setzt. Dies bestätigt eine leichte 
Rechnung. 


$. 5. 
Setzt man in der Dillerentialgleichung (17.) und in den Integralen (16. 
und 18.) 
FE em Mm—S, Y m» U, 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLIV. Heft 4. 37 
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fm = A,. —f'm = 2B,, 


1 Kr 5 1 I7 6 
fu =, —- >; /m= 2D.. 


3 


1 sn \ N 
immun, 





I{m—S) ZZ A,- 2B,S5- (DRS | 2D, 5° —KE, RR IR: 
so erhält man folgenden Satz: 
„Das Integral der Differentialgleichung 
( &dE 
dv Rn En — u v) 
fo) vH 
läfst sich auf folgende zwei Formen bringen: 
/V ma N”, 7 7 -\2 ‘ 
\ hir hs 7 (2D, + AmE,) Am —v— 5) — E (2m —v— 5)’ — Const. und 
(m — &) v)—2(m—v)yY( ‚E’ m i 
— Ir th ee ne r —— — FE, (m—:)(m—v) — Const.. 
(m — &)(m —-v)(v—$) (Mm— S)\m— dv) 


wo m eine ganz beliebige, von pr in der eig vor- 
kommenden Coöflficienten unabhängige Grölse ist.’ 

Die letztere dieser beiden Formen, aus welcher nach dem Obigen die 
erste direet abgeleitet werden kann, stimmt mit derjenigen überein, welche in 
der dritten Abhandlung 25ten Bandes d. J. für eine Function f\S vom 2nten 
(Grade durch directe Integration des dazu gehörigen Systems von na —1 Diffe- 
rentialgleichungen, welches ich das Jacoßische System genannt habe, gefunden 


ist. und welche aus dem eenen Integral 





(fr) =; (f.x,))° A ’ 
Da... her | u 4... en a ne — A,.%,%....20,—(Ü. 
Wo 
fe = L,t+?2A, 2 + Aa” --- +4,82”, 
Fr = (ce —2)(2 — 2)... (2 — x) 


geselzi ist (S. a. a. 0. $. 6.), eben so abgeleitet wird, wie ich das Integral (19.) 
aus dem Integral (18.) so eben entwickelte. 


$. 6. 

Im 32ten Bande d.J. S.220 hat Jacobi durch eine eigenthümliche 
Benutzung des Adelschem ee auch eine Form der rationalen Inte- 
gralgleschungen des so eben erwähnten Systems von n —1, von ihm daselbst 
hyperelliptische genannten Differentialgleichungen angegeben, welche mit der 
der Kulerschen Grundgleichung (3.) die genaueste Analogie hat. Indem er 
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nämlich die Summe der Combinationen ohne Wiederholung zu je 1. je 2. 
je 3, etc. der n Variabeln 
"RE VOM IR 


zwischen denen die hyperelliptischen Differentialgleichungen 


.. 








BB. BE SR... OR ER... SR 
vl) ' vll) Y(fn) ’ 
BI 
(19) vd) ya) Y(fn) 
ade, | ande, ı „a den g 
Ye) ' a) v(fxn) 


bestehen, respective durch 

U, U, U, elc. 
bezeichnet, zeigt er, dafs eine Gleichung zweiten Grades zwischen %, und %,. 
mit fünf von einander unabhängigen Constanten, und a— 2 lineäre Gleichungen 
zwischen %,, %, und jeder der übrigen Gröfsen %,,...%,, jede mit zwei von 
einander und von den übrigen unabhängigen Constanten, als ein vollständiges 
System rationaler Integralgleichungen des obigen Systems angesehen werden 
können, wenn man die 2n Verhältnisse der Coelliecienten 

Br As +: As 
aus den 3r —1 Constanlen gehörig bestimmt, oder umgekehrt aus den erstern 
und a—1 gehörigen Combinationen der 3n —1 letziern, diese sucht. 

Diese Bestimmung wird natürlich desto verwickelter, je gröfser zn (die 
Anzahl der Variabeln) ist. Sie erfordert die Auflösung von zwei gesonderten 
Aufgaben, deren erstere darin besteht, die gegebene Function vom 2nien Grade: 

20) f= 4+2Ar-+42°+242 + +42”, 
durch die Form 
(21) S°— RT 
darzustellen, wo #, 8, T ganze Funclionen von x bezeichnen, die den nten 
Grad nicht übersteigen; während die zweite Aufgabe darauf hinauskommt, aus 
diesen drei Functionen das gesuchte System rationaler Integralgleichungen des 
Systems Differentialgleichungen (19.) abzuleiten. 

Für die erstere Aufgabe, welche offenbar eine unbestimmte ist, werde 
ich hier nur für den Fall a=?2 die Auflösung aus den obigen Formeln ab- 
schreiben, ohne den allgemeinen Fall, dessen Behandlung a. a. O0. angedeutel 
ist, weiter zu berühren. Die letztere Aufgabe hingegen werde ich auf die 

37 * 














Im 17. Richelot, über elliptische Integrale. 


- 


Vveise vollständig lösen, dafs ich die a—1 Integralgleichungen selbst wirklich 
hinschreibe. 
IHlat man nämlich die drei eenannten Functionen auf die a. a. Ö. vor- 
esehriebene Weise mit 2a—1 von den Coäffieienten 
i,. A ! 


unabhängigen Coefleienten bestimmt, so ist das von Jacob: durch eine eigen- 
thümliche Behandlung des Aßelschen ago abgeleitete Theorem folgendes: 
Die Dilferentialgleichungen (19.) werden dadurch vollständig integrirt. 

lals man für 7. ....20 2, die x Wurzeln der Gleichung 


(22) Ry’+28y--T = 0 
selzl: wo y eine ganz beliebige Gröfse ist. 
Ich leite hieraus die a—1 Integralgleichungen selbst auf folgend: 
eIse aD 
Die Gleichung (22.). nach x geordnet, sei folgende: 


23 ) Me e N Tu .- }' - 'ü SP | N 7 Br 0 y 


ir 


wo ım Alleemeinen 
24) Y,. = At A,ıy + Ay; 
gesetzt ist und A,., A,,ı, A,, constante Grölsen sind. Aus diesem System 
von »#-+ 1 Gleichungen, welche man aus (24.) dadurch erhält, dafs man 
en, el, .., ea 
setzt. kann man ollenbar durch die Elimination von y, a —1 Gleichungen 
zwischen den Gröfsen 
Y, 
r’T Fe; 
ableiten. Zu dem Ende setze ich die Determinanite der neun Gröfsen 
a Ari 
A,o; A, ’ A, 29 
A A,n Aus 





F, 
} 


® 
4, 


Z» 


4,09 
also den Ausdruck 
(25.) A,o(- 1,,4, * Duuusl A,,; „A,)- f* 1,14, A, — Ann Au, 2) 
A, (A; 0A, — — 4,14,.) = = = Bein) 


#4, 


Man erhält dann aus den Gleichungen 
A () pP A,ıy- -4,: ge 


n—X » 


A.) 
(26.) Fi = tdur r4.y"; 
) 


u 


nn | 
Y ie A,s- A, 7 T A, 


ni 
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jolgende Formeln: 





oA4,; , r N Of zz r ( Fi u > 
I, Y = er + E.- ZY,- 
hr ( A, > a o4;. ( Au 2 
( I, 1 y oJ uU ( A u 
= a aa ie 
o4A,i1 O4} l O 1. l 
od ni; ] 0: / l > ( oA, u 2 
PER - 7 Y._.- -_ Y,„_, Br Bi 
? 0A. 84,0 oA,» 
wo die partiellen Differentialquotienten von ./,,, der Kürze weven eın 


führt sind. 
Hieraus erhält man die eine der gesuchten Gleichungsiormen dureh 
Klimination von x, nämlich: 








‚od in oA, : oA. 
[I Year hu j ziU N ‚z/jı % 
( 2% ' ) 0 = } nz | 2A. AT SA ä 
04, 0A, 7 
f Odyiu Er Y OA Au Ya ! 07 = u 4 — 4 ! Oi B:;, Yy I, ß % 
\ Be R u ui, - Y. wi Ten N i 
O /1, j 04; a ‚ ®; A, 3 ( Ah i 


\lit Hinzuziehung einer vierten he von der Form (24 
Y„. = A.,+4.y+4.Yy 
erhält man die andere gesuchle Gleichungsform 
Bi ei dr - 4 


oe | U0Z / DAA” Fi 
\ 


kr 


Setzt man in diesen beiden Gleichungen (27. und 28.) 
=, A # u == 2. 
9: > oder mel... N, 


so erhält man alle a—1 gesuchten Gleichungen zwischen den Gröfsen 


mE... Yt.: 











ınd hieraus, da aus der Gleichung (23.) folgt, dafs 
Sf | ! ] 
— Y er LD, Tr LT; ... LI, ren u, ö 
E » » [1 ] | » ‚yn 
Y un %,%4+ %,%;4 2,7; - ee T TI, T, - U). 
eic. 
Y,. ” 
+ Y — 2,T) T,„ — u, 
folgen die a—1 gesuchten Integralgleichungen in rationaler Form: nämlich 
0. ‚PR a) Q. In ' oA > 
29. DB = = DB na 
( ) Odvı " oA, ) “: OAs.ı 
dın 4, hun „1 hun) (Bde „,_ Bir 1 Schu) 
oO Av ® 04,. + oAk.o 5A; ° i Ah: 2 aA ) 


(30.) 0 = + In: u, — Ir. U — J,01- U: — 411; 
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wo o==3. 4,... n zu selzen und das obere Zeichen für ein gerades, das 
untere für ein ungerades o zu nehmen ist. 

Ich werde jetzt im letzten Paragraph den Fall a—2, welcher in den 
Irühern Paragraphen auf andere Weise behandelt wurde, besonders betrachten und 
die sich hier ergebenden Resultate mit der Kulerschen Gleichung (3.) vergleichen 


$. 7. 
In diesem Fall hat man die Formeln: 


| F; — Au -- AuYy + A 2Y » 


+ N 4 > 
} 1 - m -A u) -4.) - 
'Y, . A + A:Y + Ay’; 





(31.) 


ie Ri Bez An A,x- . A, oL 5 
(32.) RS - = du + Aue + Aur Tr x 
ww a - Aut Aur+ Aur, 


und die Gleichungen (22. und 23.) nehmen hier die Formen 
nn (0 = Ay +28Sy--T und 
(39.) > x. 1.5 r 
0=Yre+Ya-+Y, 

Man überzeugt sich hier von dem im vorigen Paragrapı zum Grunde 
oelesten Satz sehr leicht auf folgendem directen Wege. Die beiden Wurzeln 
der zweiten Gleichung (933.) seien z, und &,, während y einen und den- 
selben Werth hat. Dann geben die durch die Subslituliion 2 =7,, 2=1.. 
aus ihr hervorgehenden Gleichungen, nach &,, X&,, und y differentiirt, folgende 


Ausdrücke 


a, Pt +RHa 


2 .)er, == 0, 
I R.y+S.)dy+(2Y,2.-+Yı)de = 0; 
wo R, und Ö8,, £, und 8, die F unctionen & und S nach den Substitutionen 
bezeichnen 
Andrerseits giebt die Auflösung der Gleichungen (33.) die Formeln 
2,0, +, = zn 4YY.,), 
ya. +,, = FI —-Aarr)); 
wo die obern und die untern as in beiden Gliedern rechts zusammen- 
sehören und 


(Ry+-S)= + YS—KRT,) 
/ By | S,) — +E (8 ei nn, 2,); 
wo e— +1 ist. je nachdem das rationale Product 


36.) (Ry+-S)A,y-8,) 


(39.) 
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positiv oder negativ ist. Man erhält hiernach aus den Gleichungen (34.) 








folgende: 
2.dy a + ___ dr 
rar) = EST)’ 
2.dy a ed, 








v v(!?!—4aYY,) —4+t v5; —KR,S,) 


deren Addition die Differentialgleichung 


dr, edr, 
68.) v®—RT) ' Vv:—R,S,) 





sieht. 

Es ist noch zu bemerken, dafs sich das Product (36.) als eine rationalı 
Function von y allein, deren Nenner Y, ist und deren Zähler den sechsten 
Grad nicht übersteigt, darstellen läfst. Das Zeichen derselben für jeden ange- 
nommenen Werth von y bestimmt die Grölse «&. 

Die zu dieser Differentialgleichung auf diesem Wege bestimmte Inte- 
oralgleichung erhält man aus der Gleichung (29.). wenn man darin 

u... %=ID 
setzt und sonst die dorlige Bezeichnung beibehält. Sie ist offenbar von der- 
selben Form wie die Kulersche (3.) und giebt daher. eben so wie letzlere 
in &. 1. behandelt, die Differentialgleichung (37.). Die Verwickelung, welche 
bei der Ausführung dieser Rechnung sich zeigt, wird dadurch vermieden. 
dafs man die Function fx, welche unter dem Quadratwurzelzeichen vorkommt. 
nach ($.2.) bestimmt. Man sieht dann leicht. dafs dieselbe. bis auf einen 
constanten Factor, mit der Function 
S°— RT 

(also mit der angenommenen Function vom 4ten Grade) übereinstimmt und 
dafs man daher zu der Gleichung (37.) gelangt. 

In der That: macht man in der Gleichung (29.) die in ($. 2.) vor 


oeschriebenen Substitutionen 


und multiplieirt das Resultat mit x’x’, so erhäli man, wenn der Kürze wegen 














oA Ban 17) oA 7 ı 0. Isı2 2 AEEER pP 
oAw oAyw ’ oA I ; 
nn en 
(38.) Od ı"_ 0. Ası2 z"' 5 Odorz ze BRREN x 
oAbı oA, oAsı 
od m oA oA D y 
a" — 7 7 


} 
- ur ze = 
O A» oAR oO A» 
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ı 


;eselzt und die Variabeln y', y”, y"’ nach Vorschrift der Formeln (12.) ein- 


oeführt werden. die Gleichungen 














[4 1, ) N, ()19 ZI)? f 
u 0 Se 
4 A ) oAhı ' ( Au ; n 
Od P-—2 Odınz 2, Odon2 T= —P.y" 
(4 A» odıı : 04h “ 
aA, 1? fi oA ) 3 oA r 2 2 

—P—2- 2. . T — [ P.y 
o 4b» oAb; . oA B 

welehe aus der ternären Form 
3? — P7 


jolgen und deren Auflösung folgende Ausdrücke gieb! 


Ayuy” — Auy' + Auy' - /I.P, 
(59. ) \ Auy — Auy" ' A.Y Ge BE; 


| A RR Ay T A„y' _——_ 4 II. T: 


| 


wo 71/1. eben wie vorhin P, ein constanter Factor ist. Setzt man nun nach 
($. 2.) hierin 





um aus deı Form 


A 


ie dortige Funetion fx abzuleiten, so gelangt man offenbar zu dem Ausdrucke 


1 


TECH - -R1i » 


\ 


vas sich aus den Formeln (32. und 39.) ergiebt: w. z. b. w. 
Es bieibt jetzt nur noch übrig, diese letztere Funclion, also 
(40.) Aut Aur-+ Aus) — (Aut Ave + Anz’) Ant Anz + Aa) 
uf die gerebene Form 
A,+-RrA,x+ A,0°+ 24,2’ 4 A, 
zu bringen. Unter den verschiedenen Arten, diese unbestimmte Aufgabe zu 


lösen, werde ich diejenige benutzen, welche sich aus den obigen Formeln ($. 2.) 
von selbst ergiebt. 


Zu dem Ende setze man 
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eh, Kur aut Der A=E 


A, _— Ü == B’— AM. 
= A=dB- — 24D- BM-C)) 
4) (== de vHM-Cy’-AR, 
Au = 2%c+4) — L(AE+BD)— 4 M—C*), 
A, = Au = ?e = — 2BE-DIM-C)). 
A ef — #_—EM. 


Dann geht die Function (40.) in folgende über: 
(d--(c+d)x +ea) — (a-+Rbx -+-da')(d-+-2ex -— fir? 
welche, bis auf einen constanten Factor, mit 
4-+-2Bı-- Cx’—2D. -- Eat. 
wie eben gezeigt, übereinstimmt. Man sieht daher. dafs die jetzige Methode 
in diesem Fall zu der Differentialgleichung 
dr, edr, 

ve) I vehR) 
die rationale Integralgleichung giebt, welche aus (29.) durch die Substitu- 
tionen (41.) folgt. Sie ist, 


0) 


2. eu, 8 u, 
vesetzt. folgende: 
0 = ((ed—bf)w-- (d’— af)u- bd— ae) 
— (le + d)f— ?e‘) u, + (bf — de) u, - 2be — d(c-+d)) 
x 1(2be — d(1--d))w-—+ (ae — bd)u, + a(c+d) — 2b}. 
wenn man darin die Buchstaben 4, B, etc. M einführt, und entsteht aus 
der Eulerschen, welche man durch Einführung derselben Buchstaben in die 
Gleichung (3.) erhält, dadurch, dafs man in letzterer an die Stelle von M 
eine gehörige Function von M und von den Buchstaben A, B,... einführt. 
Es ist hieraus leicht zu sehen, dafs die directe Behandlung der Kuler- 
schen Gleichung (3.) auf eine einfachere Weise zum Ziele führt, als die hier 
vorgelragene. 
Die analoge, directe Behandlung der auf die Form 
a-- 2bu, -- 2cu, -- du) 4 2eu, u. -fw — 0, 


u = ywt-hn-? 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLIV, Heft A. 3s 
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vebrachlen Gleichungen (29. und 30.). mit den 3r willkürlichen Constanten 


Ta EEE ER 


wo 0.3.4, ... n zu selzen ist, und deren Anzahl die 2n--1 in dem 
zugehörigen System Dilferentialgleichungen (19.) vorkommenden Constanten 
um n—1 übertrifft. also zur vollständigen Integration hinreicht, werde ich bei 


einer andern Gelegenheit weiter verfolgen. 


Königsberg. den 16. Januar 1852. 
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IS. 
Über Kreiscoordinaten. 


(Von Herrn Dr. MW. Stammer aus Luxemburg, Candidaten des hohern Schulamts.) 


D: Idee zu dem Coordinatensysteme, dem Gegenstande dieser Ab- 
handlung, verdanke ich meinem verehrten Lehrer. dem Herrn Professor Plücker 
zu Bonn, welcher sie seinen Zuhörern im Sommer 1847 mittheilte. Tech 
benutzte sie zu meiner Doctordissertation im März 1849 und erlaube mir 
hier den Haupt-Inhalt der Dissertation zu geben: mir vorbehaltend, gelegentlich 
Ferneres über das Kreis- Coordinalensystem milzutheilen; was dann vielleicht 


zu interessanten Resultaten führen dürfte. 


1. 

Die Coordinaten eines Punets M (Fig. I.} werden auf folgende Weise 
bestimml. 

Aus dem Puncte M lege man an einen gegebenen festen Kreis AFB, 
in dessen Ebene, die beiden Tangenten MA, WB. Ist dann noch auf dem 
Umkreise ein fester Punct F' gegeben, so sind die Bogen FA und FB 
zwischen dem festen Puncte F' und den zwei Berührungspuncten A und B 
bestimmt. Diese beiden Bogen sind die Krescoordinaten des Puncts M; 
der Punet # ist ihr Anfangspunet,. und S soli die von F an links, », die 
rechts gemessenen Bogen bezeichnen. 

Nimmt man diese Coordinatenbestimmung in ihrer Allgemeinheit, so is! 
< nicht blofs der Bogen AF\, und 7 nicht blois der Bogen BF’, sondern es 
kann auch der Bogen FAB mit 5 und der Bogen FBA mit », bezeichnet 
werden; auch können die Bogen in beiden Fällen um eine beliebige Anzahl 
von Umkreisen vermehrt werden, ohne aufzuhören. die Coordinaten des Punets M 
zu sein. Hieraus folgt, dafs, wenn der Kreis und sein fester Punet F ge- 
seben sind, jeder aufserhalb liegende Punc!t durch seine Coordinaten voll- 
kommen bestimmt wird, dafs aber im Allgemeinen jedem Puncte M zweimal 
unendlich viele Paare von Coordinaten mit denselben Endpuneten zukommen. 
Welche von diesen Coordinalen zu nehmen sind. hangt von den jedesmaligen 
besondern Bestimmungen ab: wie es die Folge zeigen wird. 

38 * 
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Um die Zrigonometrischen Kunctionen unmittelbar auf die Kreiscoor- 





dinaten anwenden zu können, ohne die Bogen erst durch den Radius zu divi- 
diren. nehme man zu Coordinaten nicht die Bogen selbst, sondern die durch 
sie bestimmten Mettelpunetswinkel, und nur da, wo keine Anwenduns der 
trigonometrischen Funelionen Statt findet, die Bogen selbst. 


2. 

Die Transformatıon der Kreiscoordinaten ist sehr einfach. Zum An- 
langspuncte der gewöhnlichen Orthogonalcoordinaten nehme man den Mittel- 
punct € des Kreises, und zur Axe der # den durch F' gehenden Durchmesser. 
Es sei 4 der R albmesser des Kreises; x, y seien die Coordinaten des Puncts M; 


x2',y', 2”, y' die Coordinaten der beiden Ber ührungspuncte A und B: dann ist 
immer. we ichs Bestimmung man auch über die Kreiscoordinaten machen möse: 
x —= —RBsind, y = Roeoos3, 
x" = +BRsinn, y’ = Roosn. 


Die Gleichungen der Tangenten in beiden Puncten sind 
se Yyyv— H, Fey F, 
mithin ist. wenn man für z’, €”, y’, y” ihre Ausdrücke substituirt: 
— clsin5--yRcos5 —= R, 
-rBsiny—-yBRcosn = R, 


| 
lolelich 


sin, — £&) 
— — R- . ” Pr 


COS N 7: T LE 


cost(n— &) 
y—= R—_-—. 
‘ c0Sz(n+S) 





Ferner ıst! 


AUM 1(m--$ 


| 


FCM = 4n+9)—8 = 41-8); 
R 
cos4(m+8) 
Hieraus ergiebl sich umgekehrt, wenn man das eine Mal den Ausdruck von 
2 durch den Ausdruck von y dividirt, das andere Mal beide zum Quadrat 


erhebt und addırt: 


wye 
rn 


r — ÜM = ral. vect. — 





I „. N | # 
j, ang tang zz y (2° y — R’)--angtang Z 
' 1 | N X 
& ang lang y(@’+-y’— R’)— angtang —: 
- y 
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Dais das Kreiscoordinatensystem für alle innerhalb des Kreises lie- 


sende Puncle keine reelle Coordinaten giebt, folgt aus den zuletzt aufge- 
stellten Gleichungen. Alle auf dem Umkreise befindlichen Puncte müssen 


der Gleichung 
E-+-n = Inı 


genügen. 
3. 

Die Gleichung einer geraden Linie (Fig. 2.) in Orthogonal- Coor- 

dinalten sei 
y= esc-+d. 

Es bezeichne P die Länge des aus dem Mittelpunet auf die gegebene 
Gerade NO gefällten Perpendikels CH, und ® den von rechts nach links 
(von der positiven Richtung der y Axe nach der negativen Richtung der 
r Axe) gemessenen Winkel FCH, welchen das Perpendikel mit der Ordi- 


naten-Axe bildet. Dann ist 





ce — tang NEX —= tang NEU — tangw, 
Y Y P 
di—= en — 
COS W 


Dadurch wird die Gleichung der Geraden zu 








cos4(n—&) sin} (7 — £) ‘  P 
Red TI ne 
cos4(n-+$) c0s4(N-+-$) ' c08@ 
und daraus ergiebt sich 
Rcos|}(n—5)+w] = Pecos!(n-+S) 
oder 
cos[4(n+9)+w]|  P 
cos 4(n+$8) AR 


Die Durchschnittspuncte der geraden Linie mit dem Kreise giehl 


die Gleichung 
- u 
cos(n+-w) — —- 
.. KR 
Für die Tangente des Kreises im Puncte 7’ = w ist 
P=R, daher 4(n—$)— rn! = 2nnt4(n-+2). 


also 


U 
| 
| 


—= — (2nn 47 
oder 


n = ®nı +; 


d.h. die eine der beiden Coordinaten muls constant werden. 
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Um 


Die Gleichung einer Geraden, welche durch den gegebenen Punct S’, » 
> 


) i F 
wenn man die beiden Ausdrücke von E’ 
7 


seht. findet man, deren einer die 


laufenden Coordinaten S, 7, der andere die gegebenen Coordinaten X’, r’ ent- 


gleich seizt. Dies giebt 











hält 
sınd(m —$£) sınz (m &') cos4(n— &) _ eosh(n N 
7 Br — jlangw = - u: 
coss(N ro) COS; (m +f) cos ı\(n+£) cos3 (N +) 


daher hat eine Gerade, welche durch die beiden Puncte X’, „/, S”, 7" geht, 


die Gleichung 














| cos (N — S) cos ans EN, - c08 4m" EN) cosi Wr) 
ano = - een 
sin 4. (n' — E) cos Ar N" + pe — sin (m — &") cosy(n' + 3 
sin ("+7") sin 4. (&"— 5) + sin a (m — 7) sin 4 ("+ 9) 
cos 47" +) sind ("— &) + sin 4 (m — m!) cos 4 ("+ 9) 


Setzt man diesen Werth die vorige Gleichung, so erhält man die Gleichung 
.f ' tr! Z 


der Geraden in 5,7, 5, n,5,n 


Die Gerade. welche durch den MHittelpunet geht, ist 


RE: f® _ \ u N 


der alloemeinen Gleichung der Geraden 
) 0, 


so erhält man zur Gleichung einer auf dem Halbmesser ÜF' senkrechten Linie: 


Setzi man 





cos4 (7 —&) P 
cos4(n+$%) R “ 


Verbindet man 4 mit € (Fig. 3.). zieht die Tangenten MA, MB, fället 
aus 4 und #' die Perpendikel AV, QOFIV auf CM und zieht durch C und A 
die CA, welche die Z’ in Q schneidet, so ergiebt sich, wo auch der Punct #4 
SM angenommen werden mag: 
(n—£) = FCM, 
(9 r &' — AUCH: 


auf der Gieraden 


lolelich 





CV — Reoskiy+ 8), 
CW —= Reost/n —5) 
also 
er k 
em PP’ 


aber auch 


CW —= ÜOcos!(n-+5). 
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mithin 
CW c0s4(n—5) 2 —_ CK 


CO B.— een R : — 
cos » (7 m Ss) 


cos » (M +8) 








Also beschreibt der Punct @ einen concentrischen Kreis, wenn M auf SA 
fortrückt. 
4 
Die Gleichung des Kreises, welcher o zum Radius und 5’, »/ zu Mittel- 
punetscoordinaten hat, ist 
R EM; 


l Ä | 2 cos+|n— m — (E— 
lecos4(n+&] | [eossz( +)’ 084 (N +8) cost +) 








RB’ 
wie es sich unmittelbar durch die Substitution der Kreiscoordinaten in die Glei- 
chung in Orthogonalcoordinaten ergiebt. 
Verlegt man den Mittelpunct dieses Kreises in den Punet F'\, d.h. mach! 
"== —=0, und setzt ferner o—= AR, so erhält man 
cosn = 1 — cos$ = sin verss; 
welche Gleichung der Ausspruch eines (mir wenigstens bis dahin unbekannten ) 
Theorems über die Kreise ist. Auf die Figur (Fig. 4.) bezogen, heifst dies 
CD=KF oder UR-—DE. 
Die Gleichung eines concentrischen Kreises mit dem Mittelpunet € und 


dem Radius o ist (wenn man von der Gleichung 2° —+y’ — 0° ausgeht): 


n+$= 2 ang cos(+-), 
also von der Form 
$+n = const., 
und für den Coordinatenkreis selbst: 
i $+n = Ann; 
wie oben (2.). 
>. 


Dals umgekehrt die eben gefundenen Gleichungen nur die geomelri- 
schen Orter darstellen, für welche sie abgeleitet wurden, läfst sich eben so 
leicht mit Hülfe der Transformationsformeln, als direct an der Figur nach- 


weisen. So stellt 


7 en & 
den Durchmesser des Puncts #' dar. Die Gleichung 
n == S+-const. 


bedeutet eine Gerade, welche durch den Mittelpunet geht. 
n = —S5S--const. 
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> 
ist ein mil dem gegebenen Kreise concentrischer Kreis vom Radius 
coS4C 
Wird bier e=0 gesetzt. so drückt 


T, — 


den Coordinatenkreis selbst aus. Schliefst man ‚jedoch aus irgend einem 
Grunde die negativen Coordinaten aus (S. weiter unten), so kann diese Glei- 


Un 


- 


chung nur durch S=0, n7==0 erfüllt werden, so dafs sie dann nur mehr 
den Punet #’ bezeichnet, während die übrigen Puncte des Kreises durch 
r S--2ncaı ausgedrückt werden. 





Es haben also diese Formeln dieselbe Allgemeinheit, und zugleich die- 

selbe Bestimmtheit, wie die Formeln mit andern Coordinatensystemen. 
6. 

Wir wollen jetzt die Curve untersuchen, welche durch die allgemeine 

Gleichung vom ersten Grade 
r aSs- b 

ausgedrückt wird. 

Um zunächst die Bedeutung der Constanten « und 5 zu finden, setze 
man <-=-0; welches 7==b, giebt. D. h.: bist ein von links nach rechts ge- 


messener Bogen (oder Winkel). Macht man dagegen 7; == 0, so wird 
b . ad 2 
a zu — —. mithin zu dem Verhältnifs zweier Bogen, also zu einer absoluten 


nn 


Zahl. Diese Zahl soll im Allgemeinen durch @ bezeichnet werden; dann 


. . » ” . . . . [A 
aber, wenn nothwendig die Bruchform berücksichtigt werden mufs, soll sie 


on , B . i IL r 
heilsen. wo «u und v relative Primzahlen sind. so dafs der Bruch  M 


seinen kleinsten Zahlen ausgedrückt ist. . 


n 





Verschiebt man den Anfangspunet der Coordinaten nach rechts um den 








Bosen — e. -„ so geht 7 in n-—- ni und Sin S— : über. und die Glei- 
a1 ” atl a+1 
chung wird zu 
y == 8£ 
Ks ist daher nur diese einfachere Form zu betrachten nöthig. 
Die Transformation ist immer möglich, aufser wenn a=—1, weil 
dann . — x ist. In der That bedeutet die Gleichung „= —1.5+b 


einen mit dem Coordinatenkreise concentrischen Kreis, welcher also keinen 


Punet mit ihm gemein hat, während der geometrische Ort 7 = 4S wenigstens 


den Punct F\, d.h. <=0, ==0,. mit dem Coordinatenkreise gemein haben 
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mufs. Diesen Fall kann man aufser Acht lassen, weil es nicht nöthig ist. den 
Kreis zu diseuliren. Eben so kann der Fall «= --1 ausgeschlossen werden. 
weil er den Durchmesser giebt. Ferner sind nur diejenigen Werthe von 
a zu berücksichtigen nöthig, die numerisch oröfser sind als 1; denn wenn 
dies nicht der Fall ist, so reicht eine blofse Vertauschung der Coordinaten 
hin. um den Goöfficienten von S numerisch erölser als 1 zu machen. Führt 
man endlich noch die Beschränkung ein, nur reelle Coordinaten zu beachten. 
so fallen auch alle zmugenären Werthe von a weg. Es sind also in der 
Gleichung 7 = as nur die Werthe von # zu berücksichtigen. welche entweder 
zwischen —1 und -&x, oder zwischen — 1 und — x liegen. Wir wollen 
zunächst die Curve für ein posetives a untersuchen. 


l. 

Die Untersuchung der Gleichung der Curve in Orthogonalcoordinaten 
mag einsiweilen verschoben bleiben, um später eine Vergleichung anzustellen. 
Es mag jetzt nur die Gleichung 

nn == 4#$ 
ım Kreiscoordinatensystem disculirt werden. 

Zuvörderst ist zu bemerken, dafs für posetwe a nur posıliwe Voor- 
dinaten zu berücksichtigen sind. Wäre nämlich S negativ, so wäre es auch », 
Dann braucht man nur 


ni 
- 
b 


— dnn+-5, nn = danı-n 
: Mk. 
oder. wenn «@ ein Bruch — ist, 


E — Burn, n % guns rn 
zu setzen und dabei rn so grols anzunehmen. dafs ; und 5 posztww werden 


Dies giebt 


Da nun die Endpuncte von »/, $’ auf die Endpuncte von », Ss fallen, so folgt. 
dafs v/, 5’ die posiliven Coordinaten desselben Punels der Curve sind, dessen 
negalive Coordinaten 7, 5 waren. 


/ 
°. 
Die Puncte, in welchen die Curve den Kreis trifft, erhält man durch 
die Verbindung der beiden Gleichungen 





n = as, ge —Ss “am. 
Fr - zun " nv 
Also isı <= —— „ oder allgemeiner $= —— 
Ur & ur! 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLIV. Heft A. 39 
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Der erste dieser Puncte ist 5S=0, 7=0 für n=-0; die übrigen 
finden sich. wenn der Umkreis von rechts nach links durchlaufen wird, indem 


2v 





man immer Bogen von r abträgt, d.h dem r im obigen Ausdrucke alle 


u .. v 


oanzen Werthe von O an eiebt. 


Sollen zwei von diesen Puncten auf einander fallen, so mulfs 


u”, u 5 f 
—— Ir : —:2n+?2r, 
u-rrV LU -+ V 
«Alm 
(v—T)v 
Po — 
u Vv 


sein. Da hier v zu «, also auch zu u -r eine relalive Primzahl ist, so 
kann r nur dann eine ganze Zahl sein, wenn #— £ durch w-'-v theilbar ist: 
und da nicht negativ ist, so folgt, dafs v» wenigstens gleich 1«-—-v sein muls. 
Alle Punete, für welche v>u--r ist, fallen auf schon construirte Puncte; 
mithin ist «-. v die Anzahl aller dem Kreise und der Curve gemeinschaftlicher 
Puncte. Um die Curve nach obiger Angabe in Bezug auf ihre 5 Coordinaten 
zu eonstruiren, ist der Umkreis » mal zu durchlaufen. Beachtet man, dafs der 


2 I) " R ° 
Bruch „, wenn man dem x nach einander alle sanzen W erthe von O bis 
U-+ 
“«--r—1 beilegt, die Zahlen 1 bis u--vzu Resten giebt, so läfst sich leicht 
zeigen. dafs je zwei unmittelbar nebeneinander liegende Puncte um den 
>) 
w ST h i 
Bosen von einander abstehen, also alle die Puncte zusammen den Um- 
UL+-V 


kreis in «&-- v oleiche Theile theilen. 
Da in diesen Puncten, welche der Kreis mit der Curve gemein hat, 
der Kreis, wie sich später finden wird, von der Curve berührt wird, so 


sollen sie der Kürze wegen Contactpuncte heilsen. 


4, 
Um die < Coordinaten sämmtlicher Puncte der Curve der Reihe nach 
zu eonstrmiren. ist es hinreichend. den Umkreis v» mal zu durchlaufen. Denn 


gäbe es einen Punet 5’, 7’, für welchen S’>?2rvn, also 7’ >Run wäre, so 


hu 4 
wäre der Endpunet von S’ zugleich der Endpunct von » Coordinaten $, welche 
sämmtlich kleiner sind als 2ya, und »’ von u Coordinaten 7 < 2un. Be- 


en » . + 


zeichnet man diese kleineren Coordinaten durch &”, 7", so ist 


Br 7 


z 
- BE De) 


Im, 
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also 
f U "f u er U N N A 
N = —s =—s 7 2 —- mn — rn” 2 Koma 
v v v en v 


Hier kann man. da &’ > 2rva, &" <®va ist, das m einem solchen Vielfachen 
von v gleich selzen, dafs dadurch 7’ < 2un wird. Setzt man dann m rV, 
so ergiebt sich 

! 7 


m 


- rum. 

Es werden also hierdurch zwei zusammengehörige Coordinaten 7", S” so be- 
stimmt, dafs sie innerhalb der angegebenen Grenzen liegen und zugleich ihre 
Endpuncte dieselben sind, wie die der CGoordinaten 7’, S’; dafs also auch deı 
Punet 5’, »’ auf den Punet 5”, 7’ fällt. 


Umgekehrt ist es nothwend:g, dals der Umkreis v mal durchlaufen 
werde. Sollen nämlich zwei Puncte, deren Coordinalten <’, 7’ und 2”, „' 
innerhalb dieser Grenzen liegen, auf einander fallen, so kann es auf zweierlei 
Weise geschehen. 


A. Es mulfs 


ET E11 2mn, n" n - 2nn 
sein. Dann wird 
ie. u wm ’ 
— (S’4+R2ma) = — 5’ + In 
v V 
also 
4 
n = —m. 
V 


Dann mülste also =» ein ganzes Vielfaches von v sein. während, der Annahm« 
Zul) 


nach. S << 2rva, milblin m Zr Ist. 
B. Ks könnte auch 


1! 


& = Amm—n, 7 anı — 5 


sein. Dann wird 
1 35 r we 
e(2 MI — 6°) — 2nı — €, 
v v 


amu—nv 
s<$ = 3 ———Vn. 
u" —v 


Da aber u, v, m, n ganze Zahlen sind, und zwar « und v gegeben. so 


’ 


lassen sich aus dieser Formel für &’ nur eine bestimmte Zahl von Werthen 
linden. Es sind also nur eenzelne Puncte, und zwar, da sie bei der Con- 
struction der Curve zweimal berührt werden, Doppelpuncte. 

Hieraus folgt, dafs jeder Punct des Umkreises der Endpunct von v Coor- 


dinaten 5 und von u Coordinaten 7 ist, also bei der Construction der Curve 
39 * 
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u '-rmal vorkommt, also dafs jede Tangente des Kreises die Curve in 


r 


ı * v Puneten schneidet. 
10. 
Sind 5’, »’ die Coordinaten irgend eines Puncts der Curve, so giebt 


es immer einen andern Punet &”, n', von der Art, dafs zugleich 


l 


/ 


een, Ten 
ist; denn dann wird auch 7” =". Die geometrische Deutung biervon 


ist. dafs jedem Puncte der Gurve ein anderer Punct derselben Curve ent- 
spricht, welcher zu ihm symmetrisch liegt, in Bezug auf den Durchmesser CF" 
Dieser Durchmesser theilt also die Curve in zwei gleiche Theile, welche sich 
decken. wenn man den einen Theil um den Durchmesser als Axe dreht. Es 
wird deshalb dieser Durchmesser Hauptdurchmesser heifsen. 


Verlegt man den Anfangpunct der Coordinaten in einen andern Contact- 











an DOOR : ’ 2nvn . 
punct, so geht dadurch Ss n + — — undn in — über; also wird 
u r v u v / 
die Gleichung der Curve zu 
Znvn un, , Znun 
N — - = — S-4— 
u+rv v  u+tv 
oder zu 
kur ı 
7 TE. Ya. 
v 


Diese Gleichung giebt aber keine andern Puncte als die Gleichung 


’ u. 
7 — no 


. 
Folglich spielt jeder Contactpunct in Bezug auf die Curve dieselbe Rolle, 
wie der Anfangspunet der CGoordinaten. Hieraus folgt, dafs die Curve durch 
die Verbindungslinien der Contactpuncte mit dem Mittelpunct, in «--v gleiche 
Theile getheilt wird, welche sich durch Drehung um den Mittelpunct decken, 
und dafs ferner jede einzelne dieser Verbindungslinien die Curve in zwei 
sleiche und symmetrisch liegende Theile theilt. 


11. 
Man verfolge jetzt den Lauf der Curve, so wie sie aus der Con- 
struction der Gleichung hervorgeht (Fig. 6.). 
Ihr erster Punet ist offenbar der Anfangspunct der Coordinaten, für 
welchen <—=0, 7-0 ist. Wächst nun der Bogen 5 stetig, so wächst auch 


a<s oder n stelig; es rücken also auch die beiden Tangenten, welche zur 
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Construction dienen, stetig fort; folglich bilden ihre Durchschnittspuncte eine 
stetige Curve. Dieselbe wendet sich nach rechts, weil 7 >S ist. Ihr Radius- 


vector ist nach (2.) 





. k 
 .c0s4(a+8)’ 
. [ * . . .. . YL/ .. 
wächst also continuirlich von O bis », während & von O bis "IT wächst 
l + 
Für 5= — —- werden die beiden Constructionstangenten parallel: also lieg! 


a-+1 
der entsprechende Punct der Curve im Unendlichen. 





Alle die Puncte der Curve, für welche << IT ist, liegen auf der- 
- . | 


: sT 


selben Seite des Durchmessers LS, welcher durch die Endpuncte von <= — 
d- 
l 


uTt “ . r. . 
und 7 — Ey geht, weil die Summe der Winkel, welche dieser Durchmesser 


mit den beiden Constructionstangenten macht, immer kleiner ist als zwei 
j a 7ı ’ j a ü 
Rechte. So wie aber 5 >> - wird, tritt die Curve durch das Unendliche 


"= a+l 


auf die andere Seile hinüber; und zwar ist BR zu sehen, dafs das Stück 





der Curve, für welches 5 zwischen ——- und ist. in Bezug auf den 
a+1 Ar | . 


Durchmesser symmetrisch zu dem Stücke liegt, für welches 5 zwischen 0 
y, 
“IT 





und ——- fällt. Wächst also $ von —— bis ——, so kommt die Curve 
a+1 = a+1 
wieder aus dem Unendlichen zurück, nähert sich En Kreise und trifft ihn 


im Puncte S= - Wächst dann £ weiter bis -„ so ergiebt sich ein 
at1 at 5 





Stück, welches gleich und gleichliegend ist mit dem zuerst gebildeten Stücke 
(für 5 zwischen 0 und sr und gleich und symmetrisch liegend (in Be- 
zug auf den Contactdiameter CE) mit dem zweiten Stück (für S zwischen 
rı en ie ; " k 
—— bis - Pr Spa Also bilden die Puncte der Curve, für welche & zwischen 


It - oo. . 
und ——- liegt, einen vollständigen Zweig, welcher den Kreis im Puncte # 


SIT “ri 


sich nach beiden Seiten von diesem Puncte aus 





auf vollständig gleiche Weise ins Unendliche erstreckt. Folglich (10.) besteht 
die ganze Curve aus w-+»v solcher unendlicher Zweige, welche symmetrisch 


um den Mittelpunct herumliegen. 
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12, 
Um die Form dieser Zweige näher zu erkennen, ist nach dem Ge- 
saeten nur nöthig,. den ersten Halbzweig zu untersuchen, indem man & von O 


- 7 ’ 
bis nımmt. 
a+1 


Der Radiusvector der Curve 


> 


FR 
2. m K———— 
cost(a+1)$ 
ist für den ersten Halbzweig immer posetv, und zwar gröfser als sein von 
der Tangente des Kreises im Puncte £ abgeschnittenes Stück 
! R 
ff = u —— 


cost(a—1)&' 





ioleliceh wird jeder Zweig der Curve durch die Tangente des Kreises in 


7 

— 

\w 
! 


nem Üontaclpunel vom Kreise getrennt. 

Die Tangente der Curve erhält man. wenn man in einem der beiden 
Ausdrücke für eine durch zwei Puncte gehende Gerade (3.) erst aS’ und a” 
statt »’ und 7" setzt und dann &’=—=&’ macht. Dadurch ergiebt sich 


asın &+sin «aS 
tan w — —— 2. 
i +u4Cc0SS— C0Sus 


Der Zähler dieses Bruchs ist positiv. so lange S < — ist: im ÄAenner sind 
Anfangs sowohl coss als cos«S positiv, aber es ist cosS —cosas. Darauf wird 
cos as negativ. während coss positiv bleibt. Also ist dieser Ausdruck für tang w 
positiv; wenigstens so lange der Berührungspunct 5 dem ersten Halbzweige 
angehört. Folglich gehört der Winkel ®, den die Perpendikel auf die Tan- 
genten des ersten Halbzweigs mit dem Hauptdurchmesser einschliefsen, ent- 
weder dem ersten oder dem dritten Quadranten an. Für S=O wird tango==0:; 
d.h. in den Contaetpuncten haben Kreis und Curve gemeinschaftliche Tan- 
oenten: mithin wird der Kreis in der That in diesen Puncten von der Curve 
berühr! 

Betrachtet man die Bewegung der Tangente, wenn SZ wächst. so er- 


ejebi sich 





t lano w (a —a)|1+cos(a+1)$] 


dE (ac0s $— cosaf)” 


Da dieser Ausdruck für die ganze Curve posiliv ist. so wird die Curve durch 


eine steige Bewegung der Tangente beschrieben. indem sich das auf sie aus 
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dem Mittelpunet gefällte Perpendikel in derselben Richtung dreht, in welcher 
der Winkel »® eemessen wird. Die Curve hat folelich kernen Wendepunet 
im Endliehen. 

Es sind noch zwei besondere Fälle zu beachten: nämlich wenn die 
Derivirte von tangw unendlich grofs, und wenn sie Null wird. Sie wird un- 
endlich grofs, wenn cosas— «@cosS ist. Dies giebt aber auch tang wo — 0: 
d.h. die Tangente der Curve ist dem Hauptdurchmesser parallel. Da aber 
diese Gleichung nur dann Statt finden kann, wenn entweder «S dem dritten 
und £ dem zweiten. oder «S dem vierten und 5 dem ersten Quadranten ange- 
hört. so folgt, dafs ein solcher Fall nicht im ersten Halbzweige vorkommen 
kann, dafs es also überhaupt keinen sengulären Punct der Curve gieb! 

Soll dagegen die Derevirte verschwinden, so mulfs 

cos(a+1)5s = —1. 


also 
2n-+ 
== —— 11 


a1 





fr; 
I 
1} 


sein. Dies giebt alle Puncte, welche im Unendlichen liesen (11.). Für diese 
Werthe von 5 geht mithin die Tangente in die Asymplote über, und es findet 


= 


sich daher für die Gleichung der Asymptoten: 





‚ nl ‚ al2n +1) 

“sin — —— + sın ——— n ee; 
a1 a1 en | 
ange — ang —— 11, 

o 2-1 z a(2n—1) o al 

Er Kr u a RE Sara 

a+1 a1 
lolelich 
 2a-t1 
== MA — T 
a1 


Da nun für diese Werthe von 5 die Derivirte verschwindet, so folgt. dafs. 
während sämmtliche Tangenten einen Contact erster Ordnung mit der Curve 
haben, sämmtlichen (reellen) Asymptolten ein Contact höherer Ordnung zukommt. 
Dies folgt auch schon daraus, dafs die beiden unendlichen Zweige, welche 
dieselbe Asymptote berühren, auf derselben Seite der Asymptoten liegen. 
dafs also die unendlich enlfernten Puncte der Curve Wendepunete sind. 
Aus derselben Ursache, und da für die nächstanlievenden Puncte die Derivirte 
wieder positiv ist, folgt, dafs die Tangente durch die unendlich entfernten 
Puncte hindurch ihre Richtung fortwährend in demselben Sinne ändert, während 
der Winkel » (den das auf sie aus dem Mittelpunct gefällte Perpendikel mit 
dem Hauptdurchmesser einschliefst) fortwährend wächst. 








a 
.. 
“ 
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Dals die Curve keinen Rückkehrpunct hat, läfst sich am einfachsten 
daraus darthun, dals für den Rückkehrpunct entweder der Radiusvector einmal 
kleiner werden, oder in seiner Nähe die Tangente der Curve einmal mit dem 
Radiusvector zusammenfallen mufs; was Beides, wie leicht zu sehen. im ersten 
Halbzweige nicht Statt findet. 

13. 

Die Entfernung der Tangente vom Mittelpuncte ergiebt sich aus (8.): 

nämlich 


cos| !(a—1)E+w 
er E IST wi. 
cosd(ua+1)£ 





cost (a—1)&— sin} (a—1) £tang w 
1 we cost(a+1)&.y(1-+-tang wo’) 
COS w 











[TARA !(a—1)&— sin 4 (a—1) Stang 





cos4(a+1)$- 
Seizi man hierin für tangw seinen Werth, so ergiebt sich 


—1 
En 
e v|ta+1)"—4a(cost(a+1)&)'| 


Damit P posetiv sei, muls die Wurzel posetv genommen werden. Der Werth 


i ) a—1 
von P liegt zwischen 2 und R-— —.: 


und zwar ist zuerst P=R für <—0. 
7 


’ a—] ä a st n 
Dann nimmt P ab, bis A ———-, während S bis — wächst; worauf es 


da | «+1 


| 
9, 


“I 





wieder zunimmt, bis Ss = 





IT ist. u.s. w. Zueleich ist offenbar » =0 für 
Ur x 


s-=0; also liegt für den ersten Halbzweig, da » fortwährend wächst (12.). 
der Winkel » im ersten Quadranten, und zwar zwischen O und a R INSO- 
fern lang» nicht negativ ist, beim ersten Halbzweige. Mithin durchläuft & für 
die ganze Curve (aus 2/a--1) Halbzweigen bestehend) nach einander alle 
Werthe von O bis 27, oder, allgemeiner, von O bis 2vı. Eben so dreht sich 
die Tangente beim Durchlaufen der Curve um den Winkel 2rı. 

Ferner folgt noch, dafs die Tangente immer zwischen den Mittelpunct 
und den Contaetpunet desjenigen Zweiges hindurchgeht, den sie berührt. 
Die Fulspunelseurve der Perpendikel aus dem Mittelpuncte auf die Tangenten 
der Curve liegt ganz innerhalb des Kreises, geht durch die » Contaclpuncte 
und ist symmetrisch in Bezug auf den Mittelpunct. 

Für die Asymptote wird: 








9 ’ 2n+1 
pP = R a = MI ni -— IT. 


a1 a-+1 
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Da aber für den ersten Halbzweig = IT? ist, so kann © im Allge- 
meinen nur von der Form 
2n-1 
ME TERN... 0 
a1 


sein. Hieraus geht die Construclion der Asympioten hervor. Sie bilden ein 


regelmäfsiges, mit dem Kreise concentrisches «u v Eck. 


14. 
Der Winkel 9, welchen die beiden Asymptoten desselben Zweiges 
einschlielsen, ist das Supplement des Winkels ihrer Perpendikel aus dem Mittel- 
punct. also 


V U-—V 
hy ma Ta ) I = —— 1. 


“utrr' u+v 


Er dient offenbar als Maafs für die Ausdehnung der Zweige in die Breite. 





kann also zur Vergleichung der verschiedenen Curven in dieser Beziehung 
angewendet werden. 

Der Winkel 4 kann alle Werthe zwischen O und x bekommen; denn 
für sie alle können « und v rational und ganze Zahlen sein. Der Winkel % 


ist aber auch für jede Curve ein anderer; denn sonst mülste 





u—v u! — v’ 
utv  w+tr’ 
sein können. woraus 
u w 
v v' 
! 
n " , “ s . , U A R 
folgen würde; was der Voraussetzung zuwider ist, dals die Brüche —. E in 
v v 
ihren kleinsten Zahlen ausgedrückt sind. 
Das 9 ist am kleinsten, wenn u— vr == 1 und «--v == max. ist. Selzl 


man daher » = u«—1 und lälst « wachsen, so nimmt die Anzahl der Zweige 


zu, während 9 abnimmt; und an der Grenze 1 = x wird u—- vr = x und 





30. Setzt man dagegen v—1 und lälst wieder «, aber «lleın, wachsen. 
bis ins Unendliche, so nimmt abermals die Anzahl der Zweige, ebenfalls bis ins 
Unendliche zu, und der Winkel 9 wächst, und zwar bis 7. Also liegen alle 
möglichen Curven zwischen zwei Systemen von unendlich vielen geraden 
Linien, von denen das eine aus den verlängerten Halbmessern des Kreises. 
das andere aus dessen Tangenten besteht. In beiden Grenzfällen fällt die 
Curve mit ihren Asymploten zusammen. 
Crelie’s Journal d. M. Bd. XLIV. Heft 4. 40 
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Bei dieser Gelegenheit läfst sich fragen, wwe rrele Curven aus einer 
gegebenen Anzahl von Zweigen bestehen. Ist » die Anzahl der Zweige, so 
fragt es sich, auf wie vielerlei Weise « und v in ganzen Zahlen sich so an- 
nehmen lasse, dafs sie zu einander relative Primzahlen sind. dafs ihre 
Summe p sei und dals «> rv. Läfst man zuerst die letzte Bedingung aufser 
Acht, so ergeben sich, da auch v» und « --v relative Primzahlen sind, für den 
Bruch -. so viele Werthe, als es Zahlen giebt, die zu «--rv, d.h. p, relative 
Primzahlen und kleiner als «-+v sind, d.h. (ur) be... (b—1)(c—1).... 
wenn u- v»—p=—b"e’....ist. Von diesen Brüchen ist aber offenbar die eine 
Hälfte nur die Umkehrung der andern, so dafs sich, wenn noch die Bedingung 
«> r, mithin » <%2p hinzukommt, gerade die Hälfte von y(p) findet, 
d.h. be... (db—1)(ce—1). 

19. 

Bezeichnet man durch 5’, 7 und S”, 7" die beiden Coordinatenpaare eines 

Doppelpuncts der Curve, so finden (9.) die Relationen 








a) ' „ Dr 
= dm — N; N = ana Ei 
c a um—vn 
= 9) —n, 
u’ —v 
= u? —_y? 


Statt. Hätte der Punct noch ein drittes Coordinatenpaar S’”, 7", so müfste noch 


8" — Am'n — y; N — nn — 
und 
Et — Am n—n", n" — nn — &" 
sein. Daraus würde aber 
"= tm —m)a, 42m" —n)a 


folgen; was unmöglich ist (9.). Also hat die Curve Aeöne mehrfachen Puncte, 
als Doppelpuncte. 

Es werde nun die Anzahl der Doppelpuncte gesucht. Zu dem Ende 
darf man nur die Anzahl der Doppelpuncte suchen, die auf dem ersten Halb- 
zweige liegen. Es soll also 

Br vri 


- 
 “ 


Sa 


2v (mu — nv) 


ne T 
« un 





d.h. 





v 
Ä - 7 
u? — v° u+»v 
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daher 
’ u u—ı 
5 v 2v 
sein. Da aber auch Z>-0O ist. so mufs noch 
A 
n - ım =; 
v 
und da endlich 
&'>>O. &' Jys 
ist. so mufs auch 
m >V. m<v-] 


sein. Es sollen also die vier Ungleichheiten: 
m >O, 


nm <—v--1, 


U LK} 
n>m— — ——. 
V “rv 
u 
n < Mm — 
Y 


zugleich Statt finden. Die beiden ersten bestimmen die Grenzen von m. un- 
abhängig von n; die beiden andern geben die Grenzen von n für jeden Werth 
von m. Zur Bestimmung von m sind folglich nur die beiden ersten zu be- 
rücksichtigen; sie geben für m alle » ganze Zahlen von 1 bis v. Es ist 
also noch zu suchen, wie viele ganze Werthe von n den beiden letzten Un- 
gleichheiten für jeden dieser » Werthe von »n genugthun. 


Y . . ..g r ad - u 
Es sei A die gröfste ganze Zahl im Quotienten rz und o der Rest. d.h. 
uU een vk--0. 
Dann sind die beiden Ungleichheiten folgende: 


MO U v 





n — mk -| 


u. f m 
n < mk | . 
Yv 


Da nun v zu «, mithin auch zu go, eine relative Primzahl ist, so giebt die 


a mo ' ’ i 
Division - . wenn man dem »n» nach einander seine v Werthe von 1 bis » 


beilegt. zu Resten die v ersten ganzen Zahlen in verschobener Ordnung. Be- 
zeichnet man diese Reste durch o und den ganzen Theil des Quotienten durch p, 
40 * 
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so Ist 
6 1—vV 
n>km-+-p+-— — E. 
I v 2v 
| re 
n << km -+-p-+—: 
l i vV 


wo o und » von m abhängig sind. 

Ks sei jetzt » die Anzahl der Werthe von r, welche zu einem be- 
stimmten Werthe vom m gehören. Der gröfste dieser v» Werthe ist offen- 
bar km-- p, also mufs der Aleinste km--p — (v—1) sein. Dieser kleinste 
Werth mufs noch immer gröfser sein als die unterste Grenze von rn; aber 
so klein. dals die unmittelbar kleinere Zahl kleiner ist als diese Grenze. oder 


ihr gleich. Dies giebt die zwei Bedingungen 








| ) } Ö uch. 
a / . | De ae 3 
km--p— (ve—1)>mk-+p- 2 - 
. \ P} * | | 0 AM —V 
km-p— v —mk--p-+ ms: "TE, 
also 
u—v 06 
v —— 
= 2 v 
UL-——V 6 | 
u << — — 1, 
2v vv. 
Setzt man noch. um » zu finden, 
u—v = r.dv-+Tr, 
so ergiebt sich 
T 6 
A ze ee 
BE “Vv v 
T 6 
v<_r 3 — — 1 
“V v 


r ” . . . 6 . 
Da ı 2v und 6>0, so ist die Differenz We kleiner als I. und da 


2v 
ı >00 und o <v--1 ist, so ist sie gröfser als —1; also ist 
N an . T Ö . 
Entweder o —4r: damn ist — — — =. 0 und vr —1r. 
Eure -V Ba 
_ ö T 0) 
Oder es ist o < Ar: dann ist — und v—=r--1. 
2 = Vv 


Nun durchläuft, wie gesagt, das o alle ganzen Zahlen von 1 bis v, 
während man dem m nach einander alle seine Werthe beilegt. Unter diesen 
 Werthen von o giebt es, wenn 7 gerade ist (also wenn « und r zugleich 
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ungerade sind), 4(7— 2) Werthe, welche kleiner sind als 47, mithin » — (7 — 2) 
Werthe, welche gröfser sind (darunter Einen, der gleich 47). Ist dagegen :, 


also auch u— vr ungerade, so sind 3(7—1) von diesen Zahlen kleiner, und 


v—4(7—1) ist gröfser als 4. Folglich giebt es 4(7—2). oder 17 —1) 


Werthe von », von der Art, dafs für jeden von ihnen das n nach einander 
r--1 verschiedene Werthe bekommt. Für jeden der übrigen v— 4(1—2), 
oder »— !/r—1) Werthe von m nimmt das n nur r verschiedene Werthe 
an. Und da nun das ’ sich ändert. so wie sich m oder n oder beide 


ändern. so ergiebt sich endlich für die Anzahl der gesuchten Doppelpuncte 
des ersten Halbzweiges Folgendes: 


I. Wenn u—r gerade ist, so ist die Anzahl 


Kar + pc Dr —t 
I. Wenn »: 


(7 —1)(r--1)- [v —4(T— 1)]|r 4(u—vV 1). 


(2vr - vr) — 1 nn (Mu — dj ww /“ 





v ungerade ist, so ist sie 


also in beiden Fällen die ganze Zahl, welche unmittelbar kleiner ist als 4 'u—r 
16. 
Addirt man die Ausdrücke von 5’ und S”, so erhält man 


2v (n-- m) 
——7. 


u-+v 


r & — 

Dieser Ausdruck ist nichts Anders als die 5 Coordinate eines Contact- 

puncts (8.); und zwar des Contactpunets desjenigen Zweiges. auf welchem 
" . . . u . . . . vIt 

<” liegt, weil die Gröfse, welche zu 5” addirt wurde, kleiner ist als —— (10.). 
ur-V 


Aus der Symmetrie der Curve folgt, dafs der Radiusvector des Doppelpuncts 
den Bogen halbirt, welcher von den beiden Contactpuncten eingeschlossen ist. 


Kein Zweig der Curve wird von dem ersten Halbzweige mehr als ein- 


mal geschnitten; denn wäre dies, so mülste offenbar 








2 (m'’+n') vn 2 (m +n"\vn 
u+v a ut , 
also 
mn — m’--n" 


u—v 


sein, d.h. wenn wu” zwei Zahlen sind. die zwischen —1 und = 


liegen, müfste 
m’ -- km’ --p—u — m" + km" p" — u", 











« 
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oder. wenn man m’ — m’ —=m, setzt. 
„ I \ 
u — u nn pP" — pP - (k-- 1)m, 


. ’ 4 ni . —) f 
sein. Ist nun m” — m‘, also m,, positiv, so ist auch u" — u’ < > 41<k+1: 
J V l . 


folglich ist die Gleichung nicht möglich. Schneidet aber kein Zweig den ersten 





Halbzweig zweimal, so kann auch kein Zweig den ganzen Zweig, der durch 
den Punct #’ geht, zweimal schneiden; denn jeder Zweig ist in einem klei- 
nern Centriwinkel als zwei Rechte eingeschlossen. Endlich kann auch kein 
Zweie sich selbst schneiden. weil er sich fortwährend nach beiden Seiten 
von dem Halbmesser des Contactpunctes entfernt. Also findet sich die Anzahl 
aller Doppelpuncte der Curve, wenn man die Anzahl der auf dem ersten 
Halbzweige liegenden Doppelpunete mit der Anzahl der Halbzweige multiplieirt 
und (da hierbei jeder Doppelpunet zweimal genommen wird) durch Zwei 
dividirt. Sie ist demnach 
ı(u-rv)(u—r—?2) ode 4u-+r)(u—r—1) 

je nachdem «—r gerade oder ungerade ist. 

Bei dieser Berechnung sind jedoch die unendlich entfernten Doppel- 
punete ausgelassen. Diese finden sich. wenn man 


v7 


u -+V 


selzi. Daher ist 


T 
n = mk+»--— — dır — — 
"TFT ı 


Soll diese Gleichung möglich sein, so muls o = 7, mithin «u — v gerade 
sein; also auch «- v. Solche Puncte sind aber immer je vier Halbzweigen 
2(u+v) 


gemeinschaftlich (14.); mithin ist ihre Anzahl — — = 


I = ılu+r). Also ist 


/ 


m 


die Anzahl aller Doppelpuncte immer 
!(u-r)(u—r—]). 
es mag u—v gerade oder ungerade sein. 


Die Doppelpuncle bilden offenbar die Ecken von regelmäfsigen, mit dem 
Kreise concentrischen «u --v Ecken. 


17. 
Soll 


| eine Tangente eine Doppeltangente sein. so müssen in ihr zwei 
Tangenten ‚zusammenfallen: d. h. es müssen die Perpendikel aus dem Mittel- 
punete auf die beiden Tangenten einander gleich sein. und es dürfen sich die 
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Winkel der Perpendikel mit dem Hauptdurchmesser nur um gerade Vielfache 
von -r unterscheiden. Dies giebt 











V\. F. 
cos er &5 = +oosl er Ss und w = w-- ma, 
also 
u V. HBrPV . 
ı- + 5 = nır+ 1 #TrV &, 
” v 7 v 
Man versuche zuerst das oberste Zeichen -. Dies giebt 
> gı mn 
MTERT ie 


Nun durchläuft »&, während ein Halbkreis beschrieben wird. den Werth 





vr ; z r ’ : 
T (13.). Also, um von einem Puncte S zu einem andern &, zu kommen. 
Fr 2 | 
“ vn, a 
der von dem ersten 5 um Pr 2n absteht, d.h. gleichliegend mit ihm ist 
nv 





(10.), mufs sich 5 ebenfalls um vergrölsern. Es ist aber schon w, = 
@--2mzı, mithin 
nv 


we ne 
urV 


Demnach wäre also «--» der kleinste Werth von rn und daher w — 2y.r der 


kleinste Werth von w,, während sich in (13.) fand. dafs w, nicht gröfser wird 


als 2vri. 


Es sind also nur die beiden Gleichungen 





w = W- amnı 


Sci 
| 
| 
Vn 
= 
oo 
nn, 


zu verbinden. Die erste zeigt, dafs die Endpuncte der Coordinaten < und S 
gleich weit von den Contactpuncten der Zweige, zu denen die beiden Puncte 
gehören (10.), aber nach entgegertgeseizten Seiten abstehen. dafs mithin die 
Puncte selbst in Bezug auf den Halbmesser, welcher den von den beiden 
Contactpuncten begrenzten Bogen halbirt, symmetrisch liegen. Die Doppel- 
tangente steht daher senkrecht auf diesem Halbmesser. Solcher Halbmesser 
hat aber die Curve 2(u«--r). Und da nun w, in der Gleichung ®, = w-1- Ama 
zwischen O0 und 2vz liegt, so kann m demnach » verschiedene, theils positive. 
theils negative ganze Werthe bekommen. Folglich ist die Anzahl der Doppel- 
tangenten 2v(u--r). Da aber hier jede Doppeltangente zweimal gerechnet 
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Stammer, uber Kreiscoordinaten. 


wurde. so ıst die Anzahl in der That nur v(w +-v); unter welcher auch die 


u vr Asymptoten mit inbegriffen sind (12.). 


Addirt man die Anzahl der Doppelpuncte und Doppeltangenten. so 
erhält man 
, tl vi U —rv—1i) v(u -Yy (u 1 v)(u yvmf 


5% 


[ De 


ein Ausdruck. der nur von der Anzahl u--v der Zweige abhängt. 


Dals diese Resultate nicht mit den Eigenschaften der allgemeinen alge- 


hraischen Curven übereinstimmen. ist nicht zu verwundern. da alles Imagrnäre 
aufser Acht seelassen wurde. 


Im Maı IS50. 


(Die Fortsetzung tolet.) 
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19. 


Zwei Zahlen-Aufgaben; die erste mit der Auflösung, 
die zweite noch aufzulösen. 


Erste Aufgabe, nebst Auflösung. 


| 1. 

Di. Aufgabe ist von einem bekannten Spiele oder sogenannten Kunsi- 
stücke mit Spielcarten hergenommen, giebt aber zu einer nicht ganz ein- 
[achen mathematischen Rechnung Anlafs und erfordert zur Auflösung elwas 
eigenthümliche Kunstgriffe. 

Dafs diese Untersuchung aus einem blofsen Spzele entspringt. wird 
wohl keinen Anstofs finden. Auch das Schachspiel ist ein blofses Spiel. und 
doch haben die berühmtesten Mathematiker es nicht verschmäht, sich mit 
mathematischen Untersuchungen darüber zu beschäftigen. 

2. 

Das gedachte Spiel oder Kunststück mit Spielcarten ist folgendes. 

Man legt 21 beliebige Carten in 3 Haufen, jeden von 7 Carten, wie 
folgt, offen hin: die zweite Carte rechts neben die erste, die dritte rechts 
neben die zweite. die vierte auf die erste, die fünfte auf die zweite, die 
sechste auf die dritte, die siebente wieder auf die vierte u. s. w.. und läfst 
aus allen 21 Carten ?rgend eine wählen. Darauf nimmt man den Haufen, 
in welchem sich die ausgewählte Carte befindet, in die Mitte zwischen die 
beiden andern Haufen, ohne sonst die Carten zu mengen, legt von Neuem, 
ganz wie vorhin, die 21 Carten in drei gleiche Haufen aus, nimmt wieder 
den Haufen, in welchem sich jetzt die ausgewählte Carte befindet, in die Mitte. 
und legt die Carten zum drittenmal in drei gleiche Haufen aus. Nach diesem 
dritten Auslegen ist die ausgewählte Carte immer die mittlere in dem Haufen, 
in welchem sie sich befindet, also. wenn man diesen Haufen wieder in die 
Mitte nimmt, die zftlere von allen 21 Carten, das heifst, die Ilte von oben, 
oder von unten; gleichviel ob die gewählte Carte beim ersten Auslegen die 
erste, zweite, dritte, vierte, fünfte, sechste oder siebente in ihrem Haufen war. 
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3. 
Sieht man nun von den Spielcarlen und ihrer beschränkten Anzahl 
ab und nimmt eine bebebige Anzahl m von Gruppen, jede mit einer beliebigen 
Anzahl n von Elementen e,, e,, e,...... e, an, so entstehen die Fragen: 


srstlich, ob immer, für jedes »» und n, durch wiederholtes Umlegen 
der Gruppen auf die oben beschriebene Weise, jedes Element e, der ersten 
mittlern Gruppe zuletzt in die Mitte der letzten mittlern Gruppe gelange. Und 
Zweitens, wenn dies der Fall ist: «we oft zu dem Ende die Gruppen 
umgelegt werden müssen; wobei, wie sich zeigen wird, keinesweges, wie bei 
n- 7 und m==3, immer gerade ein 4 /n —1) = 3maliges Umlegen nöthig ist. 


Es sei 
m=-- Qu —1 die Anzahl der Gruppen, so dafs die ute die melllere ist. 
n —- 2vr —1 die Anzahl der Elemente in jeder Gruppe, so dafs das vte Ele- 
ment das mittlere in seiner Gruppe ist. 
m und » müssen nämlich nothwendig beide ungerade Zahlen sein, 
weil sonst, wenn eine von beiden, oder beide gerade wären, die @esammt- 


zahl mn der Elemente gerade sein und es folglich kein mettelstes Element 
von allen geben würde. 


k sei die Zahl oder Nummer des zum erstenmal in dem mittleren Haufen 
ausgewählten Klements e;; so dals also Ak—1,2.3,....n sein kann. 


r sei die Nummer oder Zahl der Gruppe, in welche e, durch das ersle 
Umlegen geräth. 


», sei die Zahl der Elemenie, welche nach dem ersten Umlegen dem Ele- 
mente e, in der neuen mittleren Gruppe vorhergehen. 


k, sei die Zahl oder Nummer, welche e, nach dem ersten Umlegen in dem 
neuen mittleren Haufen bekommt; so dafs also e, zu e,, wird. 


>. 
Um die Aufgabe zu versinnlichen, wollen wir erst einige Beespiele 
in etwas grölseren Zahlen hersetzen. 
Es sei 
” — 53. 


Dann ist 
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Für u=9 Für u=5 Für u=1 Für u=9 

= r—j= k, r=)= k, r= = k, r=)= k&k 
1 3 17 36 a1 mm 6 22 31 6 23 30 

2 1 18 35 zu... aan 7.23 30 

3 2 18 35 1 mn 32 ı 3 = 8 23 30 

4 > 18 35 -_o u 2 23 30 9 23 30 

> 1 19 34 mu 2 3 23 3% 1 24 29 

6 2 19 34 2 23 4 23 30 2 24 29 

7 3 19 34 3 2 31 5 23 30 3 24 29 

3 1 20 33 4 22 31 6 23 30 4 24 29 

4 3 32353 m 3 33 5 24 29 

10 3 20 33 1 23 30 ı 24 29 6 24 29 
11 11 2 2 23 30 2 2A = 1 24 29 
12 : m = 3 23 3% 3 24 29 8 24 29 
13 :» 1 2 A 23 30 4 24 29 9 24 29 
14 m 3 == % 5 24 29 ı 25 28 
15 2» 2 1 24 29 6 24 29 2 25 28 
16 > ma 3 2 24 29 7 24 29 3 m u 
17 i 23 30 B 2 29 1 25 28 a4 25 28 
18 2 23 30 4 24 29 2 2 >» 25 28 
19 3.23 30 5 24 29 33 » 6 25 28 
20 1 24 29 1 25 28 4 253 28 12 =» 
21 2 24 29 2 mu ww 35» 3 25 28 
22 3 24 29 3 = 238 6b 25 28 9 25 28 
23 1 25 28 aA 25 28 125 28 1 26 27 
24 = m u 5 25 28 ii u u - mm 
25 2 m = 4 26 27 ro a m 2 
26 “ 236 97 > m 31 3 1 27 nn. m a 
27 2 26 27 ‚: m 2 +4 26 27 ss 3 237 
28 3 26 27 4 26 27 5 26 27 6 % 77 
29 1 27 26 > m 27 me we ;; u m 
30 2 27 26 ı a1 =» m m .»m—_ mM 
31 3 27 26 2 27 26 ı 27 m. "9 2% 27 
32 m = 3 27 2% 2 27 26 1 27 26 
33 2 28 25 4 27 26 3 27 26 2 27 26 
34 u we -' 5 27 26 4 27 26 3 27 26 
35 1 29 24 1 28 25 5 27 26 aA 27 26 
36 2 29 24 2 28 25 6 27 2% 5 27 2% 
37 3 29 24 3 28 25 7 7.26 6 27 26 
38 ı ee 23 4 28 25 1 28 25 7 27 26 
39 2 m 2 5 28 25 3 8 27 3 
40 3 30 23 1 29 24 328 2 9 27 2% 
41 : a u 2 29 24 4 28 25 1 28 25 
42 : 11 m 3.29 24 we - mm m» 
43 3 31 2 aA 29 24 6b 28 25 3 28 2 
44 1 32 21 > 29 24 1 28 25 4 28 25 
45 23 323 21 1 30 23 min 5 28 25 
46 ,.; ma 2 3 1 23 2 29 24 6 28 25 
7 ı 33 20 3 90 23 3.29 24 Im» 

48 2 33 20 4 30 23 4 29 24 8 28 25 
49 3 33 20 5 30 23 5 29 24 9. 8 2 
30 1 34 19 ı 21 2 6 29 24 1 29 24 
51 2 34 19 » ma m 7 29 24 2 29 24 
32 3 34 19 3-31 m ıi 30 23 3.29 24 
33 1 35 18 4 31 22 2 90 23 4 29 24 


Gesetzt das ausgewählte Element e, sei das erste in der ersten milt- 
leren Gruppe, also k—=1, so wird es in diesen Beispielen durch das erste 
Umlegen für m—3 zum k,—=36ten in der neuen mittlern Gruppe. Beim 
zweiten Umlegen wird dies 36te Element, da jetzt k—=36 gesetzt werden 

41 * 
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muls, zum 24ten. Beim dritten Umlegen wird das 24te Element zum 28ten 
und beim vzerien Umlegen wird das 2Ste Element zum 27, also zum zmittlern, 
und dle:bt dies auch beim fernern Umlegen. 
Für mn ==5 und A=1 wird e, der Reihe nach zum 32ten, 26ten und 27ten, 
also zum mittlern; 
Für m —=7 und k=1 wird e, der Reihe nach zum 31ten, 26ten und 2Tten. 
also zum mäiltlern; 
Für »==9 und k=1 wird e, sogleich vom 30ten zum 27ten mittlern. 
Wir wollen Dies und noch für einige andere Werthe von Ak zusam- 
menstellen. Die Nummer des ausgewählten Elements wechselt der Reihe nach 
wie folgt: 
Für m=3. Für m=5. Für m=1. Für m=9. 
Für A 1. 36, 24, 28, 27, 32, 26, 27, 31, 26, 27, 30, 27. 
> em. 3, 35, 24, 28, 27, 32, 26, 27, 31, 26, 27. 30, 27, 


- k= 6, 35.25, 28,27, 31,26, 27. 30, 27. 29, 27, 
- ER, 29, 26, 27, 28, 27, 28, 27, 23, 27, 
- k—=43, 22,20,26,.297, 234,.28,9070, 25,97. 25, 27. 
- k=53, 17,30,26,27, 22,28,27, 23,27, 24, 27. 


Für jedes k wird in den Beispielen e, auf diese Weise durch wiederholtes 
Umlegen zum mittleren aller mn Elemente. Aus dem Folgenden wird Dies 
nebst der Art der Berechnung der obigen Beispiele hervorgehen. 

6. 

Vor dem ersten Umlegen ist das Element e,,. da es in der mellleren 
Gruppe liegt, das Ate in dieser Gruppe, also das 4(m —1)n -- Akte = un -+ Äte 
von allen mn Elementen. Nun gehen ihm beim ersten Umlegen in den 
m Gruppen Am Elemente vorauf'; also wird das (m —1)n--kte Element in 
die (m —1)n -k—imte Gruppe gebracht und folglich ist 

(1) r= In(m—1)--k—im. 
Da dem e;, (jetzt e,) in der neuen mittleren Gruppe A Elemente voraus- 
gehen, so ist es das n—Ate in der neuen mittleren Gruppe, also ist 


2) (\k=n-—h, 
Ink, — mn — im. 
Dies giebt also vermöge (1.) mk, —r = mn — In(m—1)—k—= In{m+1)—k, 


und daraus folgt 





3 ae In(m+1)—k+r 
y | 


m 














19. Zwei Zahlen- Aufyaben. 321 


So findet sich A, aus %k, wo aber r, welches 
ae, 3... 


sein kann, noch unbekannt ist. 


— 


A 

Es mag nun zunächst die erste Frage ($.3.) untersucht werden: ob 

für jedes ungerade m und n durch wiederholtes Umlegen der Gruppen, aut 
die oben beschriebene Weise, jedes Element e, in die Mitte der letzten 


mittleren Gruppe gelange. 
Man stelle sich zu dem Ende die n Elemente e, in Theile, jeden von 


ın Einheiten, getheilt vor, und zwar so, dals das mittlere Element e,,.ı: 
welches durch 
0.) tn =, —=K, 

bezeichnet werden mag, in der Mitte eines der Theile von »n Einheiten liegt. 

Dann kann jedes k wie folgt ausgedrückt werden: 

(6) . 2 ie 1)-+ mr. wenn k > 2 (n- 1) und 
2. k= In-1)— ımFe, wenn k<4(n-1) 
ist. wo r jede beliebige ganze positive Zahl 

(Fr) ul 2, 3, 4..,. 
und 
8.) e=(, 1,2, 3,4....4m—1) 

für jedes ı ist; jedoch darf für ©=0 in (6. 1.) nur --o und in (6. 2.) nur 
— 0 angenommen werden. 


8. 
Setzt man nun die beiden Ausdrücke (6.) in (3.), so erhält man für 
das zu einem beliebigen A gehörige %k, folgende Ausdrücke: 
1. mk, = An(m+1)+-r—ı(n-1)— ımFo 
(9.) \ — 4(n+1)m — 4(m--1)-- r— ımF+o für k>%(n- 1) und 
u mk, = An(m--1)-r—4(n--1)-- ım+e 
— 4n+D)m—4(m--1)+-r-+ımto für A<t(n +1). 


l 


und daraus folgt 








a ’ ’ 
1. bh = dat) + LIERTIRR für K>yin-+1) und 
(10) Bien 
2. kı = nl) ++ EI TTE für A< pa) 


m 
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Da in diesen Ausdrücken 4(n--1) und r ganze Zahlen sind und 


k,—=n—/) (2.) es nothwendig, eben wie n und A, gleichfalls ist, so mufs auch 





li 2 » a r—4(m+1)+ 
die in den beiden Ausdrücken (6.) vorkommende Gröfse kerite noth- 
wendig irgend eine ganze Zahl 5 sein, also mufs 

(11) r—ı(m-+-ND)to —= Pm 


sein. Der Aleinste Werth von ?m wäre der für den kleinsten Werth von 
(4.) und für den kleinsten Werth —o = —4/m—1) (8.) von —o, also 





(12) Pm = 1—!m-1)— 4m —1) = 1—m. 
Der yröfste Werth von in wäre der für den gröfsten Werth m von r (4.) 
und für den gröfsten Werth -0o=4(m—1) (8.) von -—o, also 

(13) Pm = m—!ı(m--D+t(m—1) = m—1. 


Die übrigen Werlhe von Pm liegen zweschen 1— m und m —1. 


Beide m = 1—m und m—1 gehen aber für keine ganze Zahl 
’>0 oder 7 <O mit m auf: also kann nur 


(14) 8=®% 
sein. und daher ist in (10.) blofs 
6 | ) — } > Lf ER 
(14) y1. k, = 4(n--1 r für A>14(n | H) und 
12. k= in-A1)+r für A<Aı(n-+1 
9, 

Aus (14.) zeigt sich zunächst, dafs | 
(15.) l. 4, <H#/n--1) ist, für A>4(n--1) und | 

| 2. Kk>4a-+1l), für k<yn-t1). 


Desgleichen zeigt sich, dafs 


(16.) k, == An | 1) 


\ 


ist für #==0, also dafs vermöge (6. 1.u.2.) 





1. y=4(n-+1) für k= 1(n--1)--0, 1,2, 3....4(m—1), 
17) also für k '4(n--1), und eben so 
. ht 1) für k—= 4(n--1)—0, 1,2,3....1(m—1). 
also für k< 4(n--1) 


. 


ist; so dafs für den ganzen mittleren Theil der Werthe von A, von m Ein- 
heiten, A, gleechmäfsig — 4/n-1)=k, 
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10. 
Nun bezeichne man die Abstände der k und A, von dem mittleren 
Werthe 4(n-+1) der k und A, durch Ö und d,. so ist 


n--1) und 


(+3), 


(1. d=k—4(n-+1) und d, = 4(n-1)—A, für k> 


(18.) | | An cu 
12. d=4n+1)—k und dy—=Ak,— }(n-1) für k- 


Die en 


Dies giebt vermöge (14. und 6.) 
(n--1) und 


/ N \ 
n & j* 


(1. Od — mt o und Ö, — r für 3 
! 2. de = mt o und Ö, — 7 für %k= 


I 
(19.) ” 
Für 7—0 ist nach ($.9.) immer k,— 4n--1) für k—4(n--1). 
Es kommen also hier nur noch die Fälle « —0 in Betracht. Für diese Fälle 
ist aus (19.) 
(20) 9-0, = rm—1)+o. 
Das kleinste mn -3 ist m — 12, und das zugehörige gröfste o— (m —1)=-1: 
also ist der kleinste aller möglichen Werthe von d —0), 
(21.) o—)d, = 2% —1: 
und dies ist immer posefiv, für jedes ı —0. Nimmt nr zunächst um 2 zu. 
so nimmt das gröfste o=4(m—1) um 1 zu, also das kleinste d— 0, um 
27 —1, und dann ist I— 0, um so mehr positiv. Für m —>3 ist also d — 0, 
ebenfalls positiv. Folglich ist d— d, immer positiv und mithin 


(22. 0 >> 0, für jedes k, m und n. 


Es folgt hieraus, dafs A, zmmer der Mitte näher begt, als k. 


11. 

Hieraus folgt demnach, dafs durch die erste Umlegung jedes Element e;. 
indem es zu e,; wird, der Mitte näher rückt. Also durch die zweite Um- 
legung, durch welche e, zu e,;, wird, rückt das Element der Mitte wzederum 
näher; durch die dritte ebenfalls, und so weiter; und zwar jedesmal wenig- 
stens um 1, weil d—0d, (21.) mindestens —=1 ist, für alle r>0. Was 
also auch e, sein mag, zu welchem e, durch die erste Umlegung wird: immer 
mufs durch eine gewisse Zahl o von Umlegungen jedes Element e; zuletzt 
ın die Mitte 4(n--1) gelangen. 


Dies beantwortet die erste der beiden Fragen in ($. 3.) unbedingt 
mit Ja. 
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12. 
A. Wenn Ak um 1,2, 3....m zunimmt, so nimmt zufolge (1.) 
r ebenfalls um 1. 2.3.... m zu, also bleibt für diese >» verschiedenen Werthe 
von % der Werth von —k--r, und folglich vermöge (3.) auch der Werth 





von Ak, derselbe. Also zu je an verschiedenen auf einander folgenden Werthen 
von k gehört derselbe Werth von Ä,. 


B. Hat k um mehr als »» zugenommen, so ist in (1.) A um 1 gröfser 
seworden und folglich vermöge (2.) A, um I kleiner. Und so weiter für 
jede Zunahme von Ak um m. Folglich durchläuft %,, eben wie %k, alle 
Zahlen, von seinem gröfsten bis zu seinem kleinsten Werthe. 

. Wie schon aus (3.) zu sehen, nimmt stets %, ab, wenn k zu- 
nimmt. In der Mitte A == 4(n --1) treffen vermöge ($.9.) beide zusammen. 


D. Das gröfste k, findet also für das kleinste k — 1 und das kleinste 
k, für das gröfste k—n Statt. Demnach ist aus (9.) 








Iinkm N —AIHtr Bro 
\ a I gröfste k, und 
m 
Er ) Iinkm +) —n+r un(im —N)+r 
u —_— —- — das kleinste k,. 
mm m 
13. 


Ein allgemeiner Ausdruck des Elements, zu welchem nach einer ge- 
wissen Zahl von Umlegungen ein beliebiges Element e, wird, kann aus (3.) 
auf die Weise gefunden werden, dals man in (3.) A, statt % selzt, welches 
k, giebt, hierauf A, statt A,. welches A, giebt, und so weiter. Dabei müssen 
die r von einander unterschieden werden. Man setze also zufolge (3.), welches 





wegen 4 m+-1)=u, mk, = un —k--r giebt: 
un—k = mk,—r, 
un—k, —= mk,—r,, 
n un—k, = mk,—r;, 
(24) < 
un—k, —= mk,—r,. 
um —k 1 zn mk,—T_.: 


Hieraus läfst sich leicht durch Elimination ein Ausdruck finden, der nur das 
erste k und das letzte k, enthält. so dafs das eine durch das andere be- 


stimmt wird. 
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.) 


Multiplieirt man nemlich die Ausdrücke (24.) der Reihe nach mit am. 


— m. m’, —m’, ..... so erhält man 
-uın —k = -—- mk—r, 
— umn -mk, = — mk,-- mr,, 
(25) um’n —mk, — --m’k,— m'r,. 
— mn — mh, = — mhk, — mr,. 
—1)! (um 'n— m’'k,_,) = (1) (m’k,— mr _,) 


und hiervon ist die Summe 


(26.) uni —m+ m’ — m’... 4 (—1)!m)— k 


(—1)""mk,—r- mr, — mr,- mr; ..e (—]1 .. I» 


8) 


oder. da 


(1— m +m’ — m’ +++. (— 1)" m) (1- m) 


= 1—m-- m’—m’ +++ + (— 1)" m’ 
-n— mm (1m (1) m. 
| ANSNo—1 [10 
— 1-+(—1)” m’, 
also 
nn aa 1 + (—1)-Im 
(27.) 1— m-- m’— m’ +... -- (— 1)" m nn nn 
I--m 
ist, so ist in (26.), da ce —=4(m-+1): 


(235) A+(l—1)mk, 
inf1 + (—1)""m’)+-r— mr, - mr, — mr, + (1) "mr _: 
wo %, durch k, oder % durch A, bestimmt wird, sobald die r gefunden sind. 
Zu bemerken ist, dafs es, da nach ($. 11.) jedes Element e; für jedes k 
durch eine gewisse Zahl o von Umlegungen in die Mitte A(n--1) von n 
gelangt, so dals immer 


29) Ak,— 4n-1) 


0 
ist, für jedes k ein o geben mufs, für welches nach (28.) 
k--(—1)"!.m’.ı(n--1) 

In-—-An(— 1)" m’-r— mr, {m’r, —m’r, +++ +(— 1)! u”'r,_, oder 
30.) A=4n-+r— nr 4 mr — mr (1) mr, — 4-1) "m 
ist. 

14. 
Für bestommte n, m und %k lassen sich die k der Reihe nach in Zah- 
len leicht nach den Ausdrücken (24.) berechnen. 
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Wir wollen diese Berechnung für ein efwas grofses n und für k—- 1 
herseizen. Es sei 
(31.) n= 109351, so dafs 4(n+1)= A, = 51%6 ist. 


Dies giebt nach (18.) Folgendes: 


Für m =3, also u =4lm-+1) = 2. 

I. 2.105351 | 3.6901 —2, also k, = 6901. 

2. 2.103851 — 6901 3.4601 —2, also Ak, — 4601. 

3. 2.10351 — 4601 3.530608 — 3, also k, — 5368. 

4. 2.10351 — 5368 —= 3.5112 —2, also k, = 5112, 

(32, 5. 2.103851 — 5112 = 3.5197 —1, also k, — 5197. 
\6. 2.10351 — 5197 = 3.5169 —2, also A, = 5169. 

7. 2.10351 — 5169 = 3.5178—1, also k- — 5178, 

8. 2.10351 — 5178 = 3.5175 —1, also A, 5175, 

9, 2.103551 — 5175 —= 3.5176 —1, also A, = 5176 


-Aln--1)=%,, also 09. 


Für m = 11, also u=4(m-+1) = 6. 
1. 6.10351 — | 11.5646 — 1, also k, = 5646. 
' 2. 6.10351 — 5646 = 11.5133 —3, also %;, 5133. 
(33.) 3. 6.10351 — 5133 11.5150 —7, also Ak, — 5180. 
j 6.10351 — 5180 — 11.5176—9, also k, -—- 5176 
ı(n--1 k,, also 04. 
Für m = 199, also «= 4(m-+1) = 100. 
I. 100.10351 — | 199.5202 — 98, also k, = 5202. 
(34.) 2. 100.10351 — 5202 199.5176 — 126, also 4 — 5176. 
i(n--1)=%,. also 0 —2. 
Für m =» gelangt also das Element e, =1 durch die neunte, für 
m I1 durch die vverle und für m = 199 schon durch die zweite Umlegung 
in die ‚Mitte der mittleren Gruppe, folglich in die Mitte aller, deren Anzahl 
nn beziehlich 31503. 113561 und 2059849 ist. 
15. 


Es ist nun weiter die Frage, durch wieviele Umlegungen ein beliebiges 
Element e, zn die Mitte aller gelangt. 
4. Man selize die Zahl Ak, von e,, 


auf welche ene Umlegung führt. 


(39. ) ki; = In- 1)+e, 














19. Zwei Zahlen - Aufgaben. 327 


so werden vermöge (3.) die Zahlen aller der Elemente e;, welche durch die 


Umlegung gleichmäfsig auf e, gebracht werden, durch 





(36) k= In(m- 1)+-r— mhk, = In/m-1)— Im(n--1)Fıne--r 
„= 4n— m) +me-r 
ausgedrückt, und es sind dies, da r==1.2,»3.... m sein kann. die Zahlen 
(37.) k: Im —m)Fme--1,.2,.93,...n; an der Zahl an. 
Der Reihe nach sind es hier für e—1. 2,3, 4.... die Zahlen 
1. k—=1(n—m)- a m für &—=0. 
also für A, = 1(n--1), 
2. k—=ı(n—m) + m -—1,2,3,4,.... m —=ı(n-- m)--1,2,3,4..... m 
für = —1, also A, = 4(n-1)—1. 
3. k= 4(n— m) + 2?m+-1,2,3,4,....n — 1L(n-- 3m) +1,2,3,4,.... m 
für <= -—-2, also für u = 4(n+1)—2. 
1. k—= 4 (n— m) -- 3m--1,2,3,4,.... nm — 4(n--9m)--1,2,3,4,....m 
(38.) für e=--3,. also für ki, s n 1) -). 
5. k—= In —m)— m--1,2,3,4,.... nm — 1 (n— 3m) --1,2,3,4,.... m 
für : 1, also für y=4(n--1)--1. 
6. k= 1(n—m)— 2m --1,2,3,4,.... m — A(n— 9m) --1,2,.3,4,.... m 
für e= --2, also für A, =4(n--1)-2. 
. k=4(n—m) —I3m--1,2,3,4,....m = 4(n—Tm) —1,2,3,4,....m 
für & -3, also für 4, = 4(n--1)--3: 
\ 





jedesmal »”n an der Zahl; und alle diese A sind von einander verschieden 
und schliefsen sich der Reihe nach an einander an; denn (32. 1.2.93.4....) 


zählen ununterbrochen vorwärts, und (32. 1.5.6.7. ....) rückwärts. 
B. Nun bezeichne man die mittlere Zahl 4(n--1), auf welche die 
letzte Umlegung nothwendig immer führt. durch 
(39) K= in-1), 
und diejenigen Zahlen, welche durch diese letzte Umlegung auf A gebracht 
werden, durch A,, so ist zufolge (38. 1.) 
(40.) KK, = 4n —m)-1,2,3,4,.....m. 
Unter diesen »z» Zahlen A, befindet sich auch A—=!(n ı-1) selbst, nemlich 
= 4(n—m)+4m-+1)=%(n-1). Also sind es nicht »=, sondern nur 
m—1, von K=!(n--1) verschiedene Zahlen A,. welche durch die letzte 
42 * 
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Umlegung auf A gebracht werden. Die eine Hälfte davon ist gröfser, die 
andere kleiner als I {n --1). 

©. Da nun die Zahlen, auf welche die gegebenen Zahlen 1,2,3,4..... n 
durch eene Umlegung gebracht werden, nach ($.412. 2.) alle Zahlen von 
ihrer gröfsten bis zur kleinsten durchlaufen, so kann man, statt wie in (B.) 
von R=!}(/n--1), auch von A+e ausgehen. 

Geht man von K+1 aus, so giebt dies 2n neue Zahlen A. Und 
wenn man Dies auf die » —1 Zahlen A, in (40.) anwendet, die auch durch 
K-+1,2,3,.... 4m —-1) = 4n--1)+1,2,3,....4(m —1) ausgedrückt 


\ \ 


werden, so erhält man 4 (7% —1).2ın = m(m —1) neue Zahlen. 

D. Betrachtet man weiter für die vorletzte Umlegung diese nm /mn—1) 
neue Zahlen als die A+s in (Ü.), so erhält man ar (m—1) neue Zahlen. 
Ferner für die vorvorletzie Umlegung mm —1) neue Zahlen. Und so 
weiter. 


Also werden durch 6 Umlegungen zusammen 


I + (m-—-1)-- mm —1) —- m (m —1)-- n’(m—1)- + -—- m’ (m —1) 
si >, 
sämmtlich von einander verschiedene e, zum mittleren e,, == !i(n--1). 


E. Es sind aber nur rn verschiedene e, vorhanden; also werden diese 

alle durch o Umlegungen in die Mitte gebracht, sobald 
(42) w>n und m! <n ist. 

E 
legungen in die Mitte gebracht werden, wenn A nicht eine der äufsersten 
Zahlen 1 oder n ist: mehr als o Umlegungen sind für keine der Ak=1,2,.3,...n 
nöthie. 


7 


können aber auch Elemente e, schon durch wenzger als 6—1 Um- 


In den Beispielen (32, 33, 34.) zeigt sich Dies. Nemlich es ist 
Die 5 9te Potenz von m —9 zuerst grölser als n— 10351, nemlich 
— 19683, während 3° erst = 6561 ist, so dals also 6 = Y Umlegungen 
die dufserste Zahl A=1 in die Mitte bringen. 
Die o—4te Potenz von m==11 ist zunächst gröfser als a = 10951, 
nemlich — 14641, während 11” erst 1331 ist; also bringen o—=4 Um- 
legungen die äufserste Zahl A=1 in die Mitte. 


Die o — 2te Potenz von m = 199 ist = 39601 > n = 10351; also 
bringen schon o—=2 Umlegungen die äufserste Zahl 1 in die Mitte. 
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F. Für m==n ist nach (41.) o—1; also wenn die Zahl »» der 
Gruppen der Zahl n der Elemente in jeder gleich ist, bringt schon die erste 
Umlegung jedes Element e, in die Mitte. 


16. 
Wir wollen die Ergebnisse des vorigen Paragraphs durch die Beispiele 
in ($.5.),. also an a=53 versinnlichen. 





Für m—-3 erhält man 

I. I. I. IV. V. 
(43.) 2726| 24 25|14 15 16 17 18 19 20 21 alı2 3456 789190M12 13 
En 28129 30 31 132 33 34 35 36 37 38 39 10laı 12 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 | 





Für m==-5 ergiebt sich 
I. I. Im. IV. 
I|35|15 16 1 ıs19lı 2345678 91011121314 
(44.)  97,26|%0 21 22 23 2440 a1 a2 43 44 45 46.47 48 49 50 51.5259 
128130 31 32 33 34 
|29|35 36 37 38 39 
In (43. und 44.) steht in der Spalte I. die mittlere Zahl 27 = !(n--1) 
In der Spalte Il. stehen in (45.) die »—1==2 Zahlen 28 und 26. 
und in (44.) die »a—1==4 Zahlen 28, 29 und 25 und 26, welche an die 


mittlere vor und zurück sich anschliefsen und welche durch eene Umlegune 


JS 








auf die mittlere gebracht werden. 

In Spalte III. stehen in (43.) die n—iI)m=2.35==6 Zahlen 29 
bis 31 und 23 bis 25, und in (44.) die (n—1)m =4.5 =) Zahlen 30 
bis 39 und 15 bis 24, welche an die in (1].) vor und zurück sich anschliefsen 
und welche durch eine Umlegung auf die Zahlen in (11.), also durch ziee: 
Umlegungen auf die mittlere gebracht werden. 

In Spalte IV. stehen in (43.) die (u —1)m’=2.9 15 Zahlen 32 
bis 40 und 14 bis 22, und in (44.) die noch ühr:gen grölsten und kleinsten 
Zahlen 40 bis 53 und 1 bis 14, welche an die in (III.) vor und zurück sich 
anschliefsen und welche durch eene Umlegung auf die Zahlen in (I11.), also 
durch drei Umlegungen auf die mittlere gebracht werden. 

In Spalte V. stehen in (43.) die noch übrigen gröfsten und kleinsten 
Zahlen 41 bis 53 und 1 bis 13, welche an die in (IV.) vor und zurück sich 
anschliefsen und durch eene Umlegung auf die Zahlen in (IV.), folglich durch 
vier Umlegungen auf die »meilllere gebracht werden. 

Hieraus ist leicht zu übersehen, wie es sich «/lgemeen, für beliebige 


n, m und %k verhalte. 
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‘rstlich. Von den k>>4/(n--1) werden folgende auf die mittlere 


oebracht: 
' Durch eine Umlegung die 4(m—1) Zahlen 4(n- 1)--1 
bis L(n--1)--4(m —1) = 4(n-m), 
Durch zıre? Umlegungen die }(m—1)m Zahlen Yn-- m)--1 
bis L(n-- m)-- Im —1)m = 4(n--m’), 
(45.) e Duach dret Umlegungen die (ma —1)m’ Zahlen I (n--m’)--1 
bis I (n-- m) (m —1)m = 4n-—- m’), 
Durch 5 Umlegungen die Lan —1)m’”' Zahlen An -—- mn") --1 
| bis 4 (n + m’")-- A (m —1) m’ ın-- m’). 


Zweitens. Von den %<Z 4(n--1) werden folgende auf die mittlere 
vebracht: 
Durch ene Umlegung die 4m —1) Zahlen }(n--1) — 4(m —1) 
bis 4(n--1)—1 oder von 4(n — m)--1 bis L(n—1). 


Durch zwe? Umlegungen die }(m—1)m Zahlen A(n—ın)--1— Im m—1) 


ı(n—m)-+1 bis 4(n—1)— 4m —1) = In— m), 
(46.) <& Durch dre’ Umlegungen die 4» —1)a Zahlen A (n—m’)+1—L(m—1)m 
ı(n— m’) 1 bis „(mn — m) — (m —1)m = I(n— m’), 


Durch o Umlegungen die 4(n—1)ın’” Zahlen Ln—ın ")--I—!(m—1)u"' 


!(n — m’)--1 bis 4(n — m) — 4(m —1)m’” —= (n — m)". 


Zusammen also werden durch o Umlegungen 


m — 1m 


vw 


u; \Die Zahlen von A(n--m’')-+-1 bis A(n--n°) und 
il | 
!Die 


i 


I 
2 \ 

, \ nn 1 OU 
L (m —1)m’ (n — m’') 


we 


Zahlen von Lan — ım’)--1 bis 


auf die mittlere 4 (n--1) gebracht, wo 


(45.) = 1,2,3, 4.... bis zu der ganzen Zahl sein kann, 
für welche zunächst m’ > n ist. 
Für dieses gröfste o werden 


(49.) Durch o Umlegungen nur die Zahlen 4(n-- m’')-+1 bis n 
und die Zahlen 1 bis 4 (n — m’') 
auf die mittlere 4(n--1) gebracht. 


J 
J 


Zz\ 


Die Anzahl x der Zahlen, welche auf die mittlere !(n- 1) gebracht 
werden. ist: 
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Für ene Umlegung 3, = m—1, 
Für swe: Umlegungen &3, = (m—1)m. 
" Für dree Umlesungen 3, = (m—1)m’, 
(50.) TOR 
Für o—1 Umlegungen z,_ı = (m—1)m’”, wo noch in’ <_n ist. 
Für o Umlegungen 2, == n— m; wo m’ >n ist. 
Nämlich die 1. 2, 3,.... o—1 Umlegungen nehmen, mit Einschlufs der einen 
mittleren Zahl I(n--1), 
(51.) 1 -- an —1- (m —1)m-+- (m —1)m - +» -- (m —1) mn’ m 


l 


Zahlen hinweg und es bleiben also für die ole Umlegung nur noch n — mn 
Zahlen übrig. 
Es mag dies noch auf das Beispiel in ($. 14), also auf 


(52.) n — 10351 und nm == 3. 11 und 199 


angewandt werden. 
Es werden hier zur mettleren Zahl 4(n-- 1)= 5176 nach (45. und 46.): 


Für m —3. 





(Durch ene Umlegung die nm —1 2 Zahlen 5177 und 5175. 
Durch zıee2 Umlegungen die (n —1)ın = 6 Zahlen 5178 bis 5180 
und 5172 bis 5174. 

Durch drei Umlegungen die (m —1)ın IS Zahlen 5181 bis 5159 
und 5163 bis 5171, 

Durch wer Umlegungen die (nm —1)ın'—= 54 Zahlen 5190 bis 5216 
und 5136 bis 5162, 

Durch fünf Umlegungen die (n — 1)" = 162 Zahlen 5217 bis 5297 
(593.) 4 und 5055 bis 5155. 

Durch seeks Umlegungen die (n—1)ın’ = 486 Zahlen 5298 bis 5540 
und 4812 bis 5054, 

Durch sieben Umlegungen die (2 — 1) nm’ =: 1458 Zahlen 5541 bis 6269 
und 4083 bis 4S11, 

Durch «acht Umlegungen die (m —1)ım’ == 4374 Zahlen 6270 bis 5456 
und 1896 bis 4082, 

Durch neun Umlegungen die (rn — an) ın® — 3790 Zahlen 5497 bis 10351 
\ und 1 bis 1595. 
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Für m = 11. 
Durch eine Umlegung die m —1 = 10 Zahlen 5177 bis 5181 


und 5171 bis 5175. 





Durch zwe? Umlegungen die (mn —1,)m == 110 Zahlen 5182 bis 5236 
(54.) { und 5116 bis 5170, 
\ Durch dre? Umlegungen die (an —1)m’ —= 1210 Zahlen 5237 bis 5541 
und 4511 bis 5115, 
Durch ver Umlegungen die n — ın’ — 9020 Zahlen 5842 bis 10351 
und 1 bis 4510. 
Für m— 199. 
‘Durch eine Umlegung die m —1 = 198 Zahlen 5177 bis 5275 
(55.) | und 5077 bis 5175. 


\ 


Durch zwei Umlegungen die an — m —= 10152 Zahlen 5276 bis 10351 
und 1 bis 5076. 


Hierdurch ist auch die zwerfe Frage in ($. 3.) beantwortet und alse 


die erste Aufgabe vollständig gelöset. 


he) 


Zweite Aufgabe, zur Auflösung. 


17. 
Diese Aufgabe wird ebenfalls durch ein Spzel veranlafst. Dasselbe 
wird von einer einzelnen Person gespielt und ist folgendes. 
Auf einer Tafel von der hier folgenden Gestalt 


9/10|7 


rn 
111/12 
21119814165 


E_ 





Dur 
wi 








20 





(56.) 23129 1810 21 


| | 1 
22|32|24|25|14|17|16 
—o | | men 

| 
| 




















31137 


3026 











sınd die 32 Felder, auf welchen die in der Figur bemerkten Zahlen stehen. 
mit Marken belegt. Blofs das 33te, mittlere Feld ist nzcht belegt. Nun darf 
man jede Marke, wagerecht, links oder rechts, desgleichen senkrecht, naclı 
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ar) 


oben oder nach unten, auf das zwweete Feld versetzen und dabei die über- 
sprungene Marke wegnehmen. Es wird verlangt, dies so zu thun, dafs 
31 Marken weggenommen werden und dafs zuletzt die einzige übrige gebliebene 
Marke auf das mi/tlere Feld O gelangt. 


Möglich zu erfüllen ist das Verlangte durch folgendes Verfahren. 


Man versetze dıieMarke naclı dem und nehme weg die 

des Feldes Kelde Marke des Feldes 
3 Me . . NO ,.. De 
2. 3 ur Tr 4 
> Er Bin a8 5 6 
| Mr Gr 4 
J er Ba Bi) 
Ö S 6 4 
{ I ri 10 
BE Fi 3 12 
m 5% T 4 3 
Eee 6 S 4 
2 14 
u SER «x» 3 
WE GE Gr | 
Ba nn a 
' re : Pu BEE 
Se. ..18...1...1 


5. en . 5 5 
. SEE VE 
: er FE TE 
a A = 5. en, 
 : A | TEE 
- - ÜE Erin ? Te u 
u En 5 ME 5: 
:- re 7 | : u 
re | SE 
a 6 5 u 6 ee FE 
Pre 7 ri Va 
rn VE GER 
Bi 5: sn. 
>. :: BB... 3... 
Bu. nr... WZ2ZZE 





Da bei jeder der 31 Versetzungen eine Marke weggenommen wird. 
so bleibt nur die letzte, 32te Marke übrig. und diese gelangt am Schlufs 
nach dem Felde Nr. 0. 

Crelle's Journal f. d.M. Bd. XLIV. Heft A. 43 
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18. 

Die malhematische Aufgabe wäre nun: zu sagen, ob auch noch andere, 
wesentlich von dem obigen und von einander verschiedene Verfahren aufser 
demjenigen (57.) möglich sind. und welche, und wwerzele. Vier Verfahren 
sind. wie leicht zu sehen, möglich. denn es ist augenscheinlich gleich, ob man 
bei der ersien Versetzung 1, oder 12, oder 29, oder 27 nach Null setzt und 
2. oder S, oder 15, oder 25 wegnimmt. Aber ob das Weitere wesentlich, 
oder nur der Lage im Allgemeinen nach, anders sein kann, ist die Frage. 


Die Auflösung der Aufgabe dürfte ziemlich schwierig sein. 


Berlin im Juni 1852. 
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20. 


Uber symmetrische Figuren. 
(Von dem Herrn Professor Mobius zu Leipzig.) 


(Aus den Berichten der Königlich-Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig von 1851.) 


S:iı dem im Sommer des Jahres 1549 von mir „Über das Gesetz deı 
Symmetrie der Krystalle und über die Anwendung dieses Gesetzes auf die 
Kintheilung der Krystalle in Systeme” gegebenen Berichte habe ich mich mehr- 
fach mit der Symmetrie geomelrischer Figuren überhaupt beschäftigt. Ich be- 
absichtige jetzt. von Dem, was ich in dieser Beziehung vefunden. Kiniges 
im Auszuge milzutheilen, will aber vorher bemerken, dafs sleichzeilio mit 
jenem Berichte, Herr Bravais in Paris über denselben Gegenstand eine sehr 
erschöpfende und in echt geometrischem Geiste geschriebene Denkschrift *) 
veröffentlicht hat, die mir bei meinen späleren Untersuchungen, insonderheit 
rücksichtlich der von ihm mit dem Ausdrucke polyedres symetriyques spheroe- 


driques bezeichneten Figuren, von Nutzen gewesen ist. 


So wie jede Grölse sich selbst gleich ist. so ist auch jede Figur sich 
selbst gleich und ähnlich. Es giebt aber Figuren, welche sich selbst auf mehr 
als eine Art gleich und ähnlich sind; und solche Figuren sollen symmetrische 
venannt werden. ”**) 


*) Memoire sur les polyedres de forme symeirique; par M. A. Bravais, pro- 
fesseur a Vecole polytechnique. (Extrait du journal de mathematiques pures et 
appliquees, tome AIV. 1549.) 

**) Oder, wie ich mich früher ausgedrückt halte: eine Figur soll symmetrisch heilsen, 
wenn sie einer ihr gleichen und ähnlichen Figur auf mehr als eine Art gleich und ähnlich 
gesetzt werden kann. (Berichte für 1549, Seite 67.) 

Von Herrn Bravais wird das Wesen der Symmetrie durch folgende Definitionen 
bestimmt: 

I. Je nommerai centre de symelrie r un polyedre, un point C, tel, qwen le 
joignant d un sommet quelconqgue S du polyedre, et pr olongeant SU dune 
quantite egale a elle-meme, le point s ainsi obtenu, sott aussi un sommet du 
polyedre. 

Il. Je nommerai axe du symetrie d®un polyedre, une droite AB, telle, qwWen 
faisant tourner le polyedr e Dun angle (une partie aliquote de 360°) autour 
de AB, les nouveaur beux des sommets ceoineident avec les anciens. 


43 * 
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Zwei Figuren heifsen einander gleich und ähnlich, wenn jedem 
Puncte der einen Figur ein Punet der andern dergestalt entspricht. dafs deı 
vegenseilige Abstand je zweier Puncte der einen Figur dem gegenseiligen 
Abstande der zwei entsprechenden Puncte der andern Figur gleich ist. 

Dals zwei Systeme von Puncten 

B,C,D,E ud M,N,0,P, 0 
einander gleich und ähnlich sind, wobei je zwei gleichvielte Buchstaben der 
beiden Reihen, also A und M, B und N, Ü und ©, u. s. w. einander enl- 





sprechende Puncle bezeichnen: Dies wollen wir durch die Gleichung 
ABUCDE — MNOPO 

ausdrücken. oder besser noch durch 

ABUDE 

MAXOPO, 
indem bei letzterer Form die einander entsprechenden Puncte über einander 
stehen, und man somit ungleich leichter, als bei der ersten Form, wahrnimmt, 
wie die Puncte des einen und des andern Systems als einander entsprechend 
zusammengehören. So ersieht man z.B. aus letzterer Form auf den ersten 
Blick. dafs die Linien BD und NP gleiche Länge haben; dafs die Winkel 
ACE und MOO von gleicher Grölse sind; dafs, je nachdem die Puncte A 
und 3 auf einerlei oder auf verschiedenen Seiten der Ebene ÜDE liegen, auch 
M und N auf einerlei oder auf verschiedenen Seiten der Ebene QPO sich 
befinden; und was sonst noch aus dem Begriffe der Gleichheit und Ähnlich- 
keit eefoleert werden kann. 

Die Ordnung übrigens, in welcher man die Buchstaben der einen der 

beiden Reihen, etwa der obern, auf einander folgen läfst, ist offenbar ganz 


willkürlich, dafern man nur unter jeden Buchstaben derselben den ihm ent- 


III. Je nommerat plan de symetrie du polyedre un plan, tel, qwen abaissant 
Dun sommetl queleongue S une perpendieulaire sur ce plan, et la prolongeant 
Tune quantite eyale a elle-meme, ÜextremitdE & ainsi obtenue soit aussi un 
sommet du polyedre. 

IV. Nous ponvons maintenant definir .. un polyedre symetrique, celwi qui 
possedera, son un centre de symetrie, soit un ou plusieurs axes de symelrie, 
soit un ou plusieurs plans de symetrie. 

Was Herrn Brarais zur Aufstellung dieser verschiedenarligen Kennzeichen der Sym- 
metrie in Bezug auf einen Punct, eine Gerade und eine Ebene Veranlassung gegeben 
hat, geht aus seiner Abhandlung nicht hervor. Wie indessen das Folgende lehren "wird, 
entspringen diese Kennzeichen sämmtlich aus meiner Definition der Symmetrie, als ge- 
meinschaftlicher Quelle, und alle nach Herrn Bravais symmetrisch zu nennenden Figuren 
sind es auch nach mir; so wie umgekehrt. 
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sprechenden der andern Reihe setzt, und man kann daher z.B. 
statt eh auch schreiben ee 
— MXNOPO " — NOMPO. 
Oder mit andern Worten, indem man je zwei über einander stehende Buch- 
staben der Gleichung schlechthin ein Paar nennt: die Aufeinanderfolge der 
Paare kann willkürlich geändert werden; nur müssen alle anfänglich in einer 
Reihe befindlichen Buchstaben auch nachher in einer Reihe bleiben. 

Dies vorausgeschickt, wird nach der im Obigen gegebenen Delinilion 
symmetrischer Figuren die bei einem System von Puneten Statt findende Sym- 
metrie immer durch eine Gleichung ausgedrückt werden können, indem man 
nämlich die die Puncte des Systems bezeichnenden Buchstaben in beliebiger 
Aufeinanderfolge einer andern Aufeinanderfolge derselben Buchstaben gleich 
setzt; z.B. 

ABU ABU 
A 7 CA 

Aus der ersteren dieser zwei Gleichungen würde blofs folgen: AB— (ÜB; 
aus der letzteren dagegen: AB=ÜCA=BÜ. Das Dreieck ABC würde daheı 
im ersteren Falle ein gleichschenkliges und 3 dessen Spitze, im letzteren ein 
voleichseiliges sein; beiderlei Dreiecke aber würden, der Definition gemäls. 
symmetrische Figuren zu nennen sein. 

Um nun von den hiernach möglichen verschiedenen Arten symmetrischer 
Figuren eine Übersicht zu gewinnen, wollen wir zunächst die an sich will- 
kürliche Aufeinanderfolge der verschiedenen Paare, aus denen eine Gleichung 
besteht, nach der Regel ordnen, dafs auf jedes Paar, wo es möglich ist, zu- 
nächst dasjenige folgt, dessen oberer Buchstabe einerlei mit dem untern Buch- 
staben des vorhergehenden Paares ist. Ist man auf solche Weise, von einem 
beliebigen Paare der Gleichung ausgehend, zu dem Paare gelangt, dessen 
unterer Buchstabe einerlei mit dem obern Buchstaben des Ausgangspaares ist, 
so kann man als nächstes Paar, wenn anders noch deren in der Gleichung 
vorhanden sind, abermals ein beliebiges unter den noch übrigen wählen. Von 
diesem, als neuem Anfangspaare, geht man nach der bemerkten Regel bis zu 
demjenigen fort, dessen unterer Buchstabe identisch mit dem obern des neuen 
Anfangspaares ist, und wiederholt dieses Verfahren, bis alle Paare der Glei- 
chung erschöpft sind. Was den speciellen Fall anlangt, wenn bei einem 
oder etlichen Paaren der untere Buchstabe derselbe wie der obere sein sollte. 
so wird, da in keiner der beiden Reihen derselbe Buchstabe mehr als ein- 
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mal vorkommen kann, durch ein solches Paar kein weiterer Fortgang bedingt. 
und das nächstfolgende Paar kann ein beliebiges unter den noch übrigen sein. 


Nach einer solchen Umwandlung der Gleichung besteht sie nunmehr 
aus einer oder mehreren Gruppen von Paaren, bei deren jeder das erste Paar 
eben so von dem letzten, wie jedes der übrigen von dem nächstvorherge- 
henden abhangt. Ich will daher solche Gruppen Perioden nennen und sie 
nach der Zahl der Paare, aus denen sie zusammengesetzt sind, in eengbedrige, 
zweigliedrige, dreigliedrige u. s. w. unterscheiden. 

So werden z.B. die zwei obigen Gleichungen für das gleichschenklige 
und das gleichseitige Dreieck, periodisch geordnet, folgende sein: 

AUCDB AUDB 
—= CAB = BA. 
Die erste derselben besteht aus einer zwei- und einer eingliedrigen,. die 
zweite aus einer dreigliedrigen Periode. 
Auf dieselbe Art verwandelt sich die Gleichung 
ABUCDEFG . AFUBGDE | 
FGBCEAD " — FABGDCE '' *) 
und zerfällt somit in eine zwei-, eine vier- und eine eingliedrige Periode. 

Durch diese periodische Anordnung einer Gleichung ist nun zugleich 
der Weg gebahnt, um die Gestalt des in ihr begriffenen Systems von Puncten 
näher zu bestimmen. 

Nehmen wir für's Erste an, dafs die Gleichung nur aus Einer Periode 
bestehe. 

Ist die Periode eingliedrig. so drückt die Gleichung nichts Anderes 
als das Gesetz der Indentität aus, wie A=— A. Eben so wird die Gleichung 
mit einer zweigliedrigen Periode, wie AB= BA, immer erfüllt, welches auch 
die Örter von A und B sein mögen. Die Gleichung mit einer dreigliedrigen 
Periode giebt, wie wir bereits gesehen haben, ein gleichseitiges Dreieck zu 
erkennen. Bei vier- und mehrgliedrigen Perioden ist zu unterscheiden. ob 
die Construction auf eine Ebene beschränkt sein, oder im Raume überhaupt 
ausgeführt werden soll. Im ersteren Falle giebt die Construction einer Glei- 
chung mit einer ngliedrigen Periode, wie 


ABUD... MN 
— ACDE... NA, 


ein gewöhnliches reguläres »Eck. indem, der Gleichung zufolge, AB — BC. 
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BC—CD, etc. und ABU—=BCD, BUÜD—=ÜCDE, etc. ist, und folglich 
sowohl die Seiten, als die Winkel des nEks AB... N einander eleich sind. 
Dasselbe reguläre nEck thut der Gleichung auch im Falle einer räum- 
lichen Construction Genüge. Auch wird in diesem Falle die Gleichung durch 
keine andere Figur befriedigt, sobald nn ungerade ist. Ist aber n gerade, so 
läfst sich noch eine andere Öonstruclion anwenden. Man beschreibe nämlich 
in einer Ebene ein reguläres nEck A'D’U' ... MN’ und errichte, abwechselnd 
auf der einen und der andern Seite der Ebene, gleich lange Perpendikel 44, 
BB,CUC,...N N, so dals 4,0, E,... M auf die eine, und B,D,F\,... X 
auf die andere Seite der Ebene zu liegen kommen. Die somit entstehende. 
nicht ebene Figur ABC... N befriedigt ebenfalls die Gleichung und könnte 
gleichfalls ein reguläres Vieleck genannt werden, da sie mit dem gewöhnlichen 
regulären Vieleck die Haupt-Eigenschaft gemein hat, dafs je zwei Diagonalen 
derselben, welche gleich viele Seiten überspannen, wie AD und BE, gleich 
lang sind. Ein solches nicht ebenes reguläres Vieleck AB... MN hat übri- 
gens die Eigenthümlichkeit, dafs es mit der Figur BU... NA nicht zur 
Deckung gebracht werden kann, so dafs A auf B, B auf Ü, etc. fiele. 

Noch eine besondere Constructionsart der Gleichung ist in dem Falle 
ausführbar, wenn die gerade Zahl rn das Doppelte einer ungeraden Zahl. 
also — 6, oder 10, oder 14, etc. ist. Um Dies hier nur für n—6 zu zeigen. 
construire man ein reguläres Dreieck A,B, U, und errichte, wie vorhin, ab- 
wechselnd nach oben und nach unten, auf der horizontal anzunehmenden Drei- 
ecks-Ebene die gleich langen Perpendikel 4,4, BB, CC, AD, BE, CF. 
Die hieraus entspringende Figur ABCDEF' wird gleichfalls der Gleichung 

ABCDEF 
— BCDEFA 
Genüge thun und aus demselben Grunde wie vorhin ein reguläres Sechseck 
in weiterem Sinne zu nennen sein. 

Gehen wir jetzt zur Construction einer Gleichung fort, welche mehr 
als eine Periode enthält; und dies unter der die Betrachtung vereinfachenden 
Annahme, dafs keine zwei Puncte der Gleichung bei der Construction zu- 
sammenfallen. Werden nämlich zwei Reihen, welche dieselben Buchstaben. 
nur in verschiedener Ordnung enthalten, einander gleich geselzt,. so wird es 
sich meistens treffen, dafs bei Construction dieser Gleichung zwei oder mehrere 
Puncte zusammenfallend angenommen werden müssen. Sollte z.B. die oben 
mit (2) bezeichnete Gleichung in einer Ebene construirt werden, so mülste 
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man entweder A und F’ getrennt und C,B,@, D,E in der Mitte zwischen 
A und F’ vereinigt annehmen, oder man hätte ein Quadrat ÜBGD zu ver- 
zeichnen, in dessen Mittelpuncte A, F', #& zusammenfielen. Da aber eine 
Fiour dadurch. dafs man mit einem ihrer Puncte noch einen oder mehrere 
vereinigt sein läfst, nicht geändert wird, so werde ich zugleich mit bemerken. 
wie die Gleichung beschaffen sein mufs, damit man nicht nöthig hat, zwei 
oder mehrere verschiedenartig in der Gleichung bezeichnete Puncte zusammen- 
fallen zu lassen. 


I) Soll die Gleichung in einer geraden Linie construirt werden können. 
so müssen alle Perioden der Gleichung zweigliedrig sein; bis auf eine, welche 
eingliedrig sein kann. Die Construction aber besteht darin, dafs man in der Gera- 
den, von einem und demselben in ihr gelegenen Puncte die zwei Puncte jeder zwei- 
oliedrigen Periode gleichweit nach entgegengesetzten Seiten entfernt annimmt 
und jenen Punct den Ort des Punctes der eingliedrigen Periode sein lälst; 
wenn anders eine solche vorhanden ist. In der That kann ein System von 
Puncten in einer Geraden, aufserdem, dafs man jeden Punct sich selbst ent- 
sprechend selzt, nur noch auf Eine Art sich selbst gleich und ähnlich sein: 
dergestalt nämlich, dafs, wenn A,B,C,D, E die Puncte des Systems, und 
zwar in derselben Ordnung, in welcher sie in der Linie auf einander folgen. 
bezeichnen, sie resp. den Puncten E,D,C,B, A entsprechen. Dies giebt 
für die Symmetrie des Systems die Gleichung 

ABUDE ie AEBDC 
EDCBA, oder, periodisch geordnet: —_ EADRBC: 
eine Gleichung, welche aus zwei zweigliedrigen und einer eingliedrigen Periode 
zusammengeselzt ist. Zugleich geben die speciellen, hieraus folgenden Glei- 
chungen 
ACE— ECA und BED — DCEB 


zu erkennen, dafs C der gemeinschaftliche Mittelpunet von AE und BD ist. 


2) Soll die Gleichung in einer Ebene construirt werden können, so 
kann eine Periode eingliedrig sein; alle übrigen aber müssen gleichvielgliedrig 


sein. Heifst n die gemeinschaftliche Gliederzahl dieser Perioden, so erzeugt 
jede derselben ein reguläres nEck, dessen Gröfse willkürlich ist, und die ge- 
venseilige Lage dieser » Ecke ist blofs dadurch bedingt, dafs sie einen gemein- 
samen Mittelpunet haben, der zugleich der Ort des Puncts der eingliedrigen 
Periode ist. 
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In dem besondern Falle, wenn a==2, ist aufser der eben bemerkten 
Constructionsweise noch eine andere zulälslich. Man kann nämlich den veraden 
Linien oder Zweiecken, welche die zwei Puncte der verschiedenen zwei- 
sliedrigen Perioden verbinden, entweder, dem Vorigen analog, eine solche 
‚age in der Ebene geben, dafs ihre NMittelpuncte zusammenfallen. oder auch 
eine solche Lage. dafs sie von einer und derselben Geraden rechtwinklig hal- 
birt werden. Im letzteren Falle können übrigens noch unbeschränkt viele ein- 
oliedrige Perioden in der Gleichung vorhanden sein: die Örter ihrer Puncte 
sind willkürlich in der halbirenden Geraden anzunehmen. 

3) Ist eine Gleichung im Raume zu construiren, so müssen, abgesehen 
von den ein- und den zweigliedrigen Perioden, alle übrigen gleichvieleliedrig *) 
(es sei »gliedrig) sein. Sind nächst den rgliedrigen noch eine oder mehrere 
zweigliedrige vorhanden, so kann nur noch eine eingliedrige Stall finden, und 
wenn es der letztern mehr als eine giebt, so kann keine zweigliedrige vor- 
handen sein. Versteht man nun unter „Axe eines regulären ebenen Viel- 
ecks” eine durch seinen Mittelpunet velegle und auf seiner Ebene normale 
Gerade, und unter „Mittelpunet und Axe eines regulären. nicht ebenen 
Vielecks” den Mittelpunet und die Axe des zu seiner Construction zu Hülfe 
venommenen ebenen Vielecks, so hat man die neliedrigen Perioden der Glei- 
chung durch eben so viele reguläre n Ecke mit gemeinschaftlicher Axe **) dar- 
zustellen; wobei noch zu bemerken, dals. wenn 2 gerade ist und man eine. 
oder etliche. oder alle Perioden als nich! ebene n Ecke construirt, nicht nur 
die Axe, sondern auch die Mittelpuncte sämmtlicher n Ecke zusammenfallen 
müssen. Eben so müssen die Mittelpuncte aller »Ecke auch dann coinci- 
diren. wenn die Gleichung eine oder mehrere zweigliedrige Perioden enthält: 
die Puncte der leiztern sind in der gemeinsamen Axe anzunehmen, in welcher 
sie in Bezug auf den gemeinsamen NMittelpuncl eine symmetrische Figur für 
sich bilden; und dieser Mittelpunet ist der Ort des Punets der etwa noch 
anwesenden eingliedrigen Periode. Sind. nächst den ngliedrigen, zwei oder 


mehrere Perioden eingliedrig, in welchem Falle, wie schon erinnert, keine 





*) Doch können in dem Falle, wenn n eine ungerade Zahl > 1 ist, »gliedrige und 
2noliedrige Perioden zugleich in der Gleichung vorkommen. Die erstern sind dann als 
ebene reguläre »Ecke und die letztern als nicht ebene reguläre 2r+Ecke von der ge- 
dachten besondern Art zu construiren; sämmtliche Vielecke aber müssen eine gemein- 
same Axe und einen gemeinsamen Mittelpunet haben. 

*=#) Are de symelrie, nach Herrn Bravais; nur dals dort die regulären » Ecke, 
welche der Axe angehören, blofls ebene sind. 

Crelle’s Journal d. M. Bd. XLIV. Heft 4. il 
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Periode zweigliedrig sein darf, so sind nur ebene reguläre nEcke zuläfslich, 
in deren gemeinsamer Axe die Puncte der eingliedrigen Perioden beliebig 
bestimmt werden können. 

Eines der einfachsten hierhergehörigen Beispiele giebt die räumliche 
Construction der obigen Gleichung (“) ab. Hier ist ÜB@D ein reguläres. 
ebenes oder auch nicht ebenes Viereck und E sein Mittelpunet; A und F 
aber sind zwei Puncte, welche in seiner Axe auf verschiedenen Seiten und 
oleichweit von E entfernt liegen. 

Wenn endlich, abgesehen von den eingliedrigen, alle übrigen Perioden 
der Gleichung nur zweigliedrig sind, so kann die räumliche Construction auf 
dreifache Weise ausgeführt werden. Es müssen nämlich die Linien, welche 
die Paare von Punclen, aus denen die zweigliedrigen Perioden gebildet wer- 
den, einzeln verbinden, entweder einen gemeinsamen Mittelpunct *) haben, 
oder sie alle müssen von einer und derselben Geraden **), oder sie alle von 
einer und derselben Ebene ***) rechtwinklig halbirt werden. Die erste dieser 
Construclionsweisen ist jedoch nur dann anwendbar, wenn in der Gleichung 
entweder keine, oder blofs eine eingliedrige Periode vorhanden ist; der Ort 
des Punects dieser Periode ist der gedachte Mittelpunct. Bei der zweiten 
und dritten Weise kann die Anzahl der eingliedrigen Perioden jede beliebige 
sein. und die Puncte dieser Perioden können willkürlich in der halbirenden 
Geraden, resp. Ebene genommen werden. Übrigens ist die Symmetrie, 
welche eine nach der dritten Weise construirte Figur besitzt, Syminetrie in 
dem bisher fast allein gebräuchlichen Sinne des Worts. 


Die bisher betrachteten symmetrischen Figuren ergaben sich dadurch, 
dafs wir einer zwischen mehren Puncten aufgestellten Gleichung Genüge zu 
leisten suchten. Indessen sind dies nur die einfachsten symmetrischen Figuren. 
Denn man kann fordern, dafs eine Figur zwei oder mehreren, zwischen ihren 
Puncten bestehenden, von einander unabhängigen Gleichungen zugleich Genüge 
thut: dafs z. B. durch die gegenseitige Lage von vier Puncten A, B, C, D 
jede der beiden Gleichungen 


ABCD —= BADEC und ADBC = DACH, 


*) Centre de symetrie, nach Herrn Bravais. 
**) Are de symetrie binaire, nach Herrn Bravais. 
***) Plan de symetrie, nach Herrn Bravais. 
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oder jede der beiden Gleichungen 
ACBD -— ACDB und ACBD — CABD 

zugleich erfüllt wird. Wie man leicht sieht, sind die damit seforderten 
Figuren, wenn sie als ebene construirt werden, resp. ein Rechteck und ein 
Rhombus. Solche, durch zwei oder mehrere Gleichungen bestimmte Figuren 
besitzen im Allgemeinen *) einen höheren Grad von Symmetrie, und erfordern 
zu ihrer Discussion neue Betrachtungsweisen. Das Umfängliche dieses Gegen- 
standes verhindert mich, gegenwärlig näher darauf einzugehen; indessen ge- 
denke ich, später in einer gröfseren Abhandlung die Lehre von symmetrischen 
Figuren nach der von mir gegebenen Definition möglichst vollständig darzu- 
stellen. Hier bemerke ich nur noch, dafs die symmetrischen Figuren von 
der letztgedachten zusammengeselzieren Art es sind, deren Untersuchung Herr 
Bravais seine im Eingange dieses Berichtes erwähnte Denkschrift vorzugs- 
weise gewidmet und deren verschiedenen Formen er zu classificiren gesucht hat. 





*) Denn dafs es Ausnahmen giebt, beweisen schon die angeführten Beispiele vom 
Oblongum und Rhombus, welche weniger symmetrisch, als das schon durch die eine 
Gleichung 

ABCD = BCDA 
bestimmte Quadrat sind. Am sichersten dürfte der Grad der Symmetrie einer Figur 
durch die Zahl bestimmt werden, welche angıebt, auf wie viele verschiedene Arten die 
Figur sich gleich und ähnlich ist. Diese Zahl ist S beim Quadrat, 4 beim Oblongum 
und Rhombus und 2 bei dem Viereck, welches der Gleichung 

ACBD = (ADB 
entspricht und entweder ein Rhomboid, oder ein solches Viereck ist, in welchem zwei 
Seiten einander parallel, aber nicht gleich, und die beiden andern Seiten einander gleich, 
aber nicht parallel sind; so wie 2 auch bei dem durch die Gleichung 

ACBD = ACDb 
definirten Viereck, d. i. bei demjenigen, in welchem zwei an einander stofsende Seiten 
(AB und AD) für sich, und eben so die beiden andern Seiten (CB und CD) für sich 
einander gleich sind. 


44 * 
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21. 
Recherches sur les eoeflieients des facultes 
analytiques. 


(Par Mr. le Dr. ©. Schlomileh, Prof. d’Analyse a l’Ecole royale polytechnique de Presde.) 





j 
En adoptant la definition de Mr. Crelle, nous appelerons faculte ana- 


Iytıque une fonclion de deux variables z et «, qui satisfait aux deux con- 


ditions 
(1) fv,u+Kkh) = fs, u).fr-+wk), 
2.) fs1l)= 8. 
De ces equations on lire, en faisant A=1 et u—1,2,3, etec.: 


f(z,2) = f(z,1).f(z-+1,1) = z(2-+1), 

f(2,3) = f(z,2).f(<+2,1) = z(&+1)(<+2), 

eic.. 
et en designant par n un nombre entier positif: 

3) f&s;n) = z(z-1)(2 +2)... (2--n—1). 
Pour trouver la valeur de f(2, 0), nous faisons u—0 et k=1. ce qui donne 

fz,1) = f(z,0).f(s 1) 
el 
A) f&,0) — 1. 
Pour trouver la valeur de f(z, —n), nous faisons u= —n et k=n; l’equa- 
tion (1.) donne alors 
3,0) = f(z, n).[(z—n,n), 

et par suite: 








f(z, 0) | 
fin) = MEET ya an 
f(z—n,n) (z—n)(a—n+1)(z—n+?2)... (z—n+n—I1) 
ou ce qui revienl au möme: 
m , 1 
5) Ian) = | 


(3-1) (3 —2)(3— 3)... (z—n) 


Nous nous bornerons ä considerer les deux fonctions f(z,n) et f(z, —n). 
et nous les developperons en series ordonnees suivant les puissances de la 


variable 2. 
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Quant a f(z,n). il est clair, que l’on obtient une serie finie de 


la forme 
(6). fis,n) = z(2 +1)(2+2)... (s-+n—1) 


n n n 


— Geb +brt..40ue 
En » | 4 | Dit - A/n—1* > 


n n 
dans laquelle les symboles C,, C,, etc. designent des coefficients encore in- 
connus que nous appelerons les coefficients des facultes ä exposant positif. 
Il existe un developpement semblable de la fonction f(z, —n) que l’on peut 


mettre sous la forme 











1 1 1 1 

f(z Ss n) ie en a e “__ De ER. AR 

, 1 2 3 ? 

ke ee un ib. 
et on obtient, en supposant 2 ”>n, la serie znfinie 
- », \ l 
? (23, —n) = 
( ) N . ) (3—1)(2—2)(3—3)... (zn) 


n —n _n _n 
— (er + O2" O2 74027740 ...; 
ce qui est tout a fait analogue a l’equation (6.). 

Si on n’a pour but que de construire une /able des coefficients Ü des 
deux equations (6. et 7.), on peut se servir des relations qui lient entre 
eux les coeflicients de la meme espece. On obtient ces relations en ayant 
egard aux &qualions 

f(z,n+1) = (z--n).f(z,n) et 
2 (n-1)).f@& —a41)) = fs, —n) 
En substituant des series equivalentes, ces equalions se reduisent aux suivantes: 


n+1 n n 
(8.) C, = Ü, i | nÜ,_, . k n, 
—(n-+1) —(n-+1) —n . 


9) G=(n+1) O_-+C, kn. 

Ces relations suffisent au calcul numerique, mais elles ne donnent pas 
une expression directe des coefficients cherches. Elles offrent deux eyuations 
aux differences, dont il faut developper les inteyrales finies. Pour y par- 
venir, on peut opter entre deux methodes differentes. Le proced@ le plus 
naturel serait d’executer lintegration finie des equations (8 et 9.), mais on verra 
bientöt que cela exige des calculs assez longs, et qu’il est diffieile de trouver 
la forme la plus convenable pour exprimer les coefficients cherches. Te second 


procede est, de prendre en secours le theoreme de Mac-Laurin; ce qui donne 
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immediatement 
a 1 En 
(10.) C cn 1.2.3... (n—kh) [D Yic? n)]-=0- 


En faisant ——— dans l’equation (7.), on a 

i Rad. 
(1— .r) 1— 27) 1— 3x)... A—nz) 4 Grazs+Gz + BEE y 
et en designant par y(x,n) l’expression a gauche: 


—n 1 \ 
(12.) C; aras 35.8 [D'y(e, N) \x=u- 














(11.) 





A la premiere vue il parait etre difficile d’executer les differentiations 
indiquces des &quations (10 et 12.), mais nous ferons voir que cette dif- 
ficulte peut etre evitce en fesant quelques transformations pour ramener les 
differentiations ci-dessus a la differentiation de quelques autres fonctions tres 
simples. On parvient par la aux formules suivantes: 











2) (ati, in hr H a, map 
(13.) C, — 1.2.3. ’ 
En | (n +), ( tk) )% (n+k), (n+k—2),_, 45 
(14) G= a—1)ı| (ZR)k D= (2k—1)r-ı C 





# (nk), (n+k—3)ı-2 Eu 
(k— 2)i—. KT | 


Dans ces formules les symboles (u), (“)ı, (4), etc. designent les 
coefficients du binöme, de sorte que 


u u(u—1 
(eh = 1, (Be) = 7? (u) = u, eic. 


l,es formules (13 et 14.) etant etablies, nous en donnerons quelques applica- 
tions a la theorie des suites. 
S. 1. 
i —n 
Du coeflicient Cr. 


En designant par S, la somme de la serie finie 











RM, _ WM (n), 
tn ar 18 ro 
on a, en ie par (1 +-—): 
c La a Be; _M, (n), 
(2.) (1 | te er 4... 
(n), _ m @ _ m, _a 





u n tt n mr n at: 








La seconde serie peut @tre mise sous la forme 
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), _ Wr En... 
na mn (1 mt  a+2 ) 
da), +), —(n),+ u go 1 _ 2(n), 41 a 3(n), A Eu 
= n n ai n a+2 n a+t3 
nl) _ (n—), , (n—1), 
ati at? I ee 
parceque (an), — (nn), --(n,— :—=0 et m —(n—1),. L’equation (2.) 


donne maintenant 





rn), _ WM an), , (d,—In—I), 





n 
a+n = a a+1 


et comme on a toujours (2a), —=1=(n—1), et 


a+2 


(n, —(n—1)-ı = (n—1). 


l’equation precedente se transforme en 






































Bi n—1), _a—I) , (aM, _ 
at 0 q ı ' a+2 
c'est a dire en 
n EN ’ 
a+n du u — atn 
De la on tire immediatement: 
WERE, © ie 1 
atn atn—l a+n—2 a+l So; 
1 e . 
et comme $, ——, on oblient expression 
.2,..0 (a) (nn) ı m); 
a(a+1)(a+2)...(a+n) a datt | uart2 a+3 
En fesant a=—_, on en tire 
(—1)"1.2.3...n.x” Fe (n), (n), 
Ind 2n)lIr).. .‚d—na)  - 1—ır ? 1—2r 


+. 


(—1)" (n). 


i * I—nır 





Pour chasser le facteur (—1)”, il n’y a qu’a renverser l’ordre des termes. 
’ y q 





*) On parvient aussi A cette formule par l’intögrale 


1.Bius 








Sea dr = I'‘(a) I(n+1) 


J I(a+tn+1) “ ala+t1)(a+2).. 


I n’y a qu’a developper le binöme (1— x)" et d’integrer les termes de la serie; mais 


nous preferont la demonstration elementaire ci-dessus. 





‚(at n—1) 
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Cela donne A l’aide de l’equation (n),_; = (N): 


1 
(1—.ı)(1—2r)... A—n«) 





23.2302 


(m), (n), | (n), 


I—nx 1 —(n—1)r 











” — o.. 


1—(n—?2) x 
Cette formule sert a determiner C,; car en vertu de la formule (11.) 
de Vinlroduction. on a 











| . 2 n | Cr” - Ü, x" - Ü, x" +2 + .. | 
(n), (x), Ä (n), 
I— nr 1 — (in — 1) 1—(n— 2) x 


/ 


(n--k)fois l’equalion eilce, et faire alors 


:0: ou. ce qui revient au meme. egaliser les coeffieients de «”** a gauche 


el pour lrouver €, il faut differentier 





et a droile; ce qui donne 


n+k / __A\n+k|/[ — rn... 
(m), —(n)(n 1)” +(n), (n 2)" , 
R * ya” 


(3) € 





Celte equalion fait voir que lexpression 
(4)  (nyn”’ — (n),(n—1)-+(n)(n — 2)" — 


ui se trouve dans plusieurs r6sultals analyliques, reprösente le produil 
—n 


>) 2323. 


et qu’elle se reduit a 1.2.3... pour p=n, et a zero pour py<{n. Les 





deux derniers eirconslances sont connus; mais il parail que la relation la plus 


senerale qui existe entre les expressions (4 el 5.) n’a pas Ele reconnue. 


$.2. 
Du developpement de ( r )- 


er —1 





la methode dont nous nous sommes servie pour trouver la valeur de 
_ n 
C, nw’est pas egalement applicable a la determination de Ü,, parcequelle est 
fondee sur une decomposition de la fraction 1:1— x)(1—2x)...(I—nr) en 
[ractions simples, qui n’a pas lieu pour la faculte z(2-+-1)...(z--n—1). 
Pour determiner les valeurs des coefficients C,, C,, elc., nous ferons voir 
d’abord que ces quantites entrent dans le developpement de la fonction 


Mh 


(— -) .„ et que le probleme se reduit a une differentialion r&petce de cette 
\eE" un 





lonetion. 
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En designant par B,, B;,, B,, etc. les nombres de Bernouli (4, 
da, elc.), on a 


l 
30° 





x = x" B,.r' B, x’ 
0 = 5 FE isst 


ou la variable x doit elre aa: entre les limites — 2 et --2r. Cette 


A « 


equation est la m@me que celle dont s’est servi Zaplace pour trouver imme- 
diatement D,, savoir 


2) [2 


D’autre part il est clair qu’un resullat de la forme 








= | : IB, (oü %k est un nombre pair). 
1/0) 


r n n n n n 
(3.) — EZ A,—A z- A. 4. x’ 4 un 
EX 41 1 2 3 | 


peut etre tire de l’equalion (1.) en designant par n un nombre entier positif 
et par A,, A,, etc. des coelficients indelermines. 
Pour trouver une relation entre ces coelficients, nous prenons la de- 
rivce de | (3.) qui a gauche est 
n—] BR. ın—1 ‚n 
LE N; " A 
ET Mn Fan 
—1 EX (ex —1)”- eıy\ d (eX — port 


Ayant multiplie cette derivee par x, on oblient 











n+1 


(=) (1— u = 1A, 2 +2A,2" — 34, t 1A,’ — 





Quant aux expressions a gauche, elles peuvent etre developpees a l’aide 
de l’öquation (3.). En egalant apres les coefficients de x" a gauche et ä droite. 
on obtient sur Je champ la relation 


n+l n n 
(4.) n A, en (n —k) A, +nA,_.- 
Les ceoefficients qui satisfont A cette condition se divisent en deux classes. 
selon que k<n ou k—n. Dans le premier cas on peut se servir de la 


substitution 


1 


(.) 4, = (vn — k)(n — k+1)n —hk+2)...(n—1 Tre 





par laquelle la condition (4.) se change en 
n-+1 


A A, —+n Un. 


Cette equation fait voir l’identite de A, et 6 et dela on tire l’expression 
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remarquable 


n n 


r n J Re = (uf ai Pi 
6. En ee "Vu u. Ze PR —— — a — (00% a — bin... u nl 
Em) a) ( n—1  (n—I)(n— 2?) @—Da— 2...21- 








n n n 


+ (— 1 )" A, x” ae A, 1 Eh | A, ‚ar"t? a As |. 














Il suit de la que le coeflicient Ü, peut etre exprime par 
—1).1.2.3...k r 
y |: an ( . v 
[ID ee (0) mM Dwm2). nn 
ou bien par 
DD) = (-1a-1,|D° PR: 
ee (0) 





Celte formule offre, comme cas parliculier, la determination des nombres 
de Bernoulli, parcequ’en vertu de l’equation (2.) on a 





- km BR 
8) Bu = (-1H[D(ZL)] . 
| \r — (0) 
Il s’agit mainlenant a developper les differentielles de la fonction 
s r \ u & 
( —_): Nous exceuterons cela par un procede qui s’elend encore plus 
e — 


v 


generalement sur le d@eveloppement de 1D*( 





n 
.„ pourvu que g(x) soit 
2 IP me 4 


une fonction qui se reduit a Funite pour 2 —= 
$. 3. 
; n 
Developpement de Cr. 
En designant par y la fonction 


1 BE 1 2 I 1 3 | ... 
134 et, 





on obtient a l’aide de la formule du binome: 








( 8 Bo 1 wi 1 
e—1/ I1+(y—1)]" 
— 1- Ai ee hs Ag 
. k+ fo y 2 
+ HD 


Cette serie se divise en deux parties, dont la seconde se ER sous la forme 


u bat? L ec at 


Substituant la valeur de y—1, la differentielle de l’ordre A de celte partie 
sevanouit pour 2=0 et il reste 
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a) [G5) c 


— [DAHIN MON He. 
En developpant les puissances de y—1, cette &quation peut etre transformee 
en celle ei: 

(‘ k k a | ; 

(2.) [D =) Io= :[D 1-4 Sıy- Sy“; S,) “3 Sy")ko, 


et on trouve sans peine que les coeflicients S sont exprimes par 





(3.) Ss, — Zr - rn (—N);.2(? +2), — 
EEE ge " N); ) -k—1),_;- 


Ayant egard aux relations connues 





—m—i RE ’ 
a = (nr «+1=-4 


| 











(—n)—i (—n) —ı—1 ” (+1)@-+2) 
| ). y — (— ) .;, e . ze ( 1 2 u m - 
(Air: A) +1 i+2 | 07°) 1.2 
l’equation (3.) peut eire remplacce par la suivanle: 
’ | \(n+i- 1) | (Rn +i)(nti+1).. (n+k—1) 
P N. — PRTEREN ):| | r en (n+i wer 
4) S=(-n)|1- | 1.2 A 1.2.3.6) 


(est ieci ou Ja formule sommatorre 


ee; N. aa a(a+1)...(a+9—1)  —  (a+1)(a-+2) (a+3)...(a+M) 








| 1.2...q 1.2.3...q 


ee ut: Miet. 


ı' 312 
peut etre appliquee, et on en obtient 


arte + +. arh 
n 1.2.3... (k— 1) 





S, — (— 
ou ce qui revient au meme: 
— (1) (n+:—1);(n- k)..- 


Renversant l’ordre des termes de l’equation (2.), on obtient 


Ir) vn 
— (1[ Din + kn + kN), y— (nk, +k—2),_,y"+ hl: 
Posons, pour abreger, 
5) [Dy’ln = O 


Alors l’equation precedente devient 


15” 
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N N. 
(6.) |» (=) |, 
(—1)[(n-+ An +k—1),Q,—(n +A)(n+-k— 2), 0.-ı 
+ (n-- k,(n+k—3)_ 0, — ]. 


On trouve la valeur de @, simplement par la differentiation de l’equation 





a" y = ( 1) = et? — het F 1 R,et 9x _ 
En appliquant la regle connue pour la differentiation des produits, on obtient 
Da" y") — (h-+k)a”.D’*y" (h4+k)hat.D’Hmty® Le... 
+ (h-k),h(h—1)(h—2)...2.1.D*y" 
(h),h'tke?* — (N, (h—1)"}Re@-Dx L(n),(h —2yrket ar... 
Cette equation donne pour 20: 
(h-+-k),h(h—1)(h—2)...2.1[D*'y"]o, 
— (RN He, 
ce qui est le m&me que 
(h-+-k)(h--k—1)(h+k—2)...(k—1).Q, = 1.2... h.C.. 


De la on tire 





-. 
0, = „me 


— Ak, © 
et en vertu de l’equation (6.): 


._ ’ \k k X “ 
(n+R), (n+k—1); C = (n+R), (nt k—2),_, "42 














(2K)ı (2k—A)k-ı C, 
ı (n+h),(n +k—3)ı-: m 
(2k — 2): u a 
Cette formule donne tous les coefficients du developpement de [#, e u 
er — 


se bornant au cas k<n, on a en vertu de (7. $.2.): 


\ Ü — — n-+hk) ( u —(k- 
8) = OBER TU Ries an. 1) (n+k),(n+h Yı-ı GC 











(2k)ı er eh N s 
 (n+h),(n+k— 3). "> 
(2k— 2): GG — | 


Il y a encore a observer que le cas a1 fournit une formule pour 
les nombres de Bernoulli, car ä l’aide de la formule (8. $.2.) on obtient 





af AH1) 7 (+1), 9 
0, — /_ 1 MTD, ‚AN 1 
(9) B-ı 1) an, C; u Tr C, 


+4), 72 | 
er, . 2 |, 





 Rk— Ri. 
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k etant un nombre pair >1. Si k est impair et —1. la quantite entre les 





‚ . ‚ KL 
erochets s’evanouit, parceque le developpement de = _y Ne contient pas 


des puissances impaires de x d’un exposant > 1. 


S. A. 


Developpement de [2(1-+.r)]”. 


La formule du binöme peut ätre transformee aisement a l’aide de la 


relation 
u(uw—1)(u—2)...(u—(n —1)) = Cu" — C, u" + GW" — (1) TC, _ u 
et on trouve par la, sous condition ue 1>x=> —1: 
a u“ , uwlu—1) >| 
(1-+x) == 1+ 22 x L 1 
1 ww ww m T 
— 1+( er — 1, 2 — O2 — +) — 
(6 Bar TEE 


Comme d’autre part on a 
2 
2.0 RB 


d+2° = 14H +) + UA HD TZ - 


les coefficients des me&mes puissances de u peuvent @tre &galises. Cela donne 








m-+l m-+? 
= Ü | 
5 l PR az) m — ee { mm+1_| q ‚m-+? 
(1 ) | (1 | )] Ü,x m+1 X mt 1)m-L2) 7 
1 >ıD>— 1. 


Cette formule peut servir a transformer une serie de la forme 
al 1+2)+d[ 1-2)? el Aw) + --- 
en une autre qui ne contient que des puissances de x. On a par exemple 
1 ! / ! 12 
— 1—-MM1+2)+1+ 0) — 


1+1i1+2) 
1>!A1+2)>—1 





et par consequent 
’ 1 MR 
(?.) 141142) 
1>MA+2D)>—1, 1>2>-1. 





1- AA — Art. 
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l,e coeffieient A, peut etre trouve par la formule 


3 Pe I 61 I 6 

GB) A= hr rt tl 
les deux conditions enoncees pour l’equation (2.) peuvent &tre reduites a une 
seule, savoir a 1>r —1. 


Passons a une autre application de la formule (1.). De l’integrale 
°] 1 n—1 | o öe 
Sy "emtas — In _ 12: 0m 


a” a” 








27 


0 


on tire % 1—r: 


g 
/ [—!1—- 2)" 1— r) "de os 1.2...n DD 


a" 





Maintenant la fonction [— 2(1— .x)]””" peut etre developpee. En integrant les 
termes de la serie, on obtient 


n n+1 
1 C : 

3 + u ne | er & Ec 
a" ala)... (a+n—1) ! ala+1)...(a+n) !' ata+1)...(atn+1) 


Ge resullat,. dont ont fait usage dans le calcul inverse des differences, a ete 
deja donne par Sterling. 








Developpement de D” f(lx). 


La differentialion reiteree de la fonction f(lx) donne les expressions 


Dfdle) — —f'(le), 
D’f(ie) = T[f" (ie) —f'(le)], 


an, 1 I, \ „ | er 
D fie) = Ze) — 3f" (de) + 2f'(le)], 


On en conelut que l’expression generale est de la forme 


0; 1 u n n 
1) D’ifie) = IA UN)— Affe De) + Affe) -] 


n n 


n 
ln meme temps on voit, que les coefficients A,, A,, A,,... qui sont ä 
determiner, ne dependent pas de la nature de la fonction f. Leurs valeurs 
peuvent dont etre trouv6es si l’on prend une fonction f telle, que les diffe- 
ventiations a droite et a gauche dans l’equation ci-dessus sont praticables. 
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La plus simple fonction de cette espece est f(y)=e”””, et on en obtient 
FON) = (NREM, Fode) = (N BET, 
parcequ’on a immediatement 
fla)=ı” e Dflao)= (1) P(P+V(P+2)...(P+n—1)a” 
La formule (1.) donne maintenant en substituant les valeurs menlionnees: 


n n n n 
PP -1)(P+: 1. +n—]1) aa 4,P"-- A,P""' - 4,9" a | A “ 


Re >} 
n n n 
Cette equation fait voir que les coefficients A,, A,, + 


29 -». sont ceux de la 


faculte (,+-1)"; done on obtient la formule remarquable suivante: 
(2.) D'f(lx) —— = [Ef (de) _ CGf"—” (ie) I Gele) a; l. 


Pour faeiliter les calculs numeriques, nous ajoutons une pelite table des 








n —n 
coefficients C, et EC. 


n— IN 1 —I —I +1 +1 +11 +V + HI O9 H+VN VI 
He 1 1 1117171 1 71 1 | | 
Ü,= 10 6 3 1 13 610 15 21 25 
Ü, = 65 25 71 2 135 5 19 322 
U,== 350 99 15 1 6 50 225 735 1960 
IR 1701 301 31 1 24 274 1624 6769 
Ü= TO 966 63 1 120 1764 13132 
C;,— 35105 3025 127 1 720 13068 
C-— 149750 9330 255 1 5040 


Dresde. Decembre 1851. 
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22. 


An Essay on the Application of mathematical 
Analysıs to the theories of Eleectrieity 
and Magnetism. 


(By the late George Green, fellow of Gonville- and Cains-Colleges at Cambridge.) *) 


General preliminary results. 


Be a A N 
ie function which represenis the sum of all the electric particles 
acling on a given point divided by their respective distances from this point, 
has the property of giving, in a very simple form, the forces by which it is 
soliciled, arising from the whole electrified mass. We shall, in what follows, 
endeavour to discover some relations between this function, and the density 
of the electrieity in the mass or masses produeing it, and apply the relations 
thus obtained, to the theory of electricity. 

Firstly, let us consider a body of any form whatever, through which 
Ihe electrieity is distributed according to any given law, and fixed there. and 
let x’, y’, &', be the rectangular co-ordinates of a parlicle of this body, o' 
Ihe density of the electrieity in this parlicle, so that dı’dy’dz’ being the vo- 
lume of the parlicle, o'’dx’dy’dz’ shall be the quantity of electricity it con- 
tains: moreover, let r’ be the distance between this particle and a point p 
exterior to Ihe body, and V represent the sum of all the particles of elec- 
trieity divided by their respective distances from this point, whose co-ordi- 
nales are supposed to be x, y, 2, then shall we have 


"= ya - HN), 


N o'dr'dy!dz! 
v- 7; 
7) ’ 


Ihe integral comprehending every particle in the electrified mass under con- 


and 





sideration. 


*) Vide tome 39. p.13 of this Journal. 
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Laplace has shown, in his Mec. Celeste, that the function VW has the 
property of satisfying the equation 
dV , AV, av 


dx? | dy’ I dz? ’ 


0 — 





and as this equalion will be incessantly recurring in what follows. we shall 
write it in the abridged form O=0JV; the symbol Ö being used in no other 
sense throughout the whole of this Essay. 


In order to prove that O=0V, we have only to remark, that by 
differentiation we immediately obtain 0 =0Z, and consequently each ele- 


ment of W substituted for V in the above equation satisfies it; hence the 
whole integral (being considered as the sum of all these elements) will also 
satisfy it. This reasoning ceases to hold good when the point p is within 
Ihe body, for then, the co-eflicients of some of the elements which enter 
into W° becoming infinite, it does not therefore necessarily follow that V satis- 
fies the equation 
0 — IV, 

allhough each of its elements, considered separately, may do so. 

In order to determine what ÖV becomes for any point within the body. 
conceive an exceedingly small sphere whose radius is @ inclosing the point p 
at the distance 5 from its centre, « and d being exceedingly small quantities. 
Then. the value of W may be considered as composed of two parts, one due 
to the sphere itself, the other due to the whole mass exterior to it: but the 
last part evidently becomes equal to zero when substituted for V in dV, 
we have therefore only to determine the value of ÖV for the small sphere 
itself, which value is known to be 

(Rande — 2nb’o); 
o being equal to the density within the sphere and consequently to the value 
of eo at p. I now ©, Y,, %,, be the co-ordinates of the centre of the 
sphere. we have 

"= (2-2) +y-y) +2); 
and consequentiy 
O(2nae — Inb’o) = — Ano. 

Hence. throughout the interior of ihe mass 

0 = 0V -4n0; 
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of which. Ihe equation O= ÖV for any point exterior to the body is a par- 


tieular case. seeing Ihal, here eo —=(. 


Let now y be any line lerminaling in the point p», supposed without 


IV h h . 
the body, then -( )= Ihe force tending to impel a parlicle of posilive 


eleetrieity in the direelion of g, and tending to increase it. This is evident. 


u i eu AV j ü 
because each of the elements of F substituted for V in - (7); will eive 
de g 


Ihe force arising from this element in the direction lending to increase g, and 
consequently. ts ) will give Ihe sum of all the forces due to every ele- 
( ‘/ 


ment of #, or the total force acling on p in the same direction. In order 

show that this will still hold good, although the point » be within the body: 
conceive Ihe value of V to be divided into two parts as before, and moreover 
let » be at the surface of the small sphere or b=a, Ihen the force exerled 


hy this small sphere will be expressed bv 


3740 (7) ; 


da being the increment of the radius «, corresponding to the inerement dy 
of g, which force evidently vanishes when «—=0: we need therefore have 
regard only to Ihe part due to Ihe mass exlerior to Ihe sphere, and this is 
evidentlv equal 
N — tina. 

But as Ihe first differentials of this quanlity are the same as those of #°_ when 
a is made to vanish, it is clear, that whelher the point p be within or without 
the mass, the force acling upon il in the direction of -g increasing, is always 


ih 
olven by (u) 





Although in what precedes we have spoken of one body only, Ihe 
reasoning there employed is general, and will apply equally to a system ol 
any number of bodies whatever, in those cases even, where there is a finite 
quantitv of electrieity spread over their surfaces, and it is evident that we 
shall have for a point p in the interior of any one of these bodies 

(1.) E- IV -+-4Ang. 


Moreover, the force tending to increase a line g ending in any point » within 





h IV 
r without the bodies. will be likewise given by — iz ): the function I 
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representing the sum of all the electric particles in the system divided by 
their respective distances from p. As this function, which gives in so simple 
a form Ihe values of the forces by which a parlicle » of electrieilv, any how 
sitwated. is impelled, will recur very frequently in what follows, we have 
ventured to call it the potential funetion belonging to the system, and it will 
evidently be a function of !he co-ordinates of the particle » under consideralion. 
2. 

It has been long known from experience, that whenever the electric 
Nuid is in a state of equilibrium in any system whalever of perfectly con- 
ducting bodies, Ihe whole of the electrie Nuid will be carried to Ihe surface 
of those bodies, without Ihe smallest porlion of electrieily remaining in their 
interior: but I] do not know that this has ever been shown to be a necessary 
consequence of the law of electric repulsion, which is found to take place in 
nature. This however may be shown Io be the case for every imaginable 
system of condueling bodies, and is an immediate consequence of what has 


preceded. For let x, y, 2, be the reclangular co-ordinates of any parlicle p 


. ' dV ' 
in the interior of one of the bodies; then will -(7-), be the force with 
d.E 
which » is impelled in the direction of Ihe co-ordinate x, and tending to 
AV di... : 
increase it. In Ihe same wav u = and — + will be the forces in y and 
« Y d%z w 


z, and since the fluid is in equilibrium all Ihese forces are equal to zero: hence 


IV 7 f j 
ee Fee .. dy - at dz —= AV, 
dr dy ö dz 








which equation being integrated gives 
N = const. 
This value of W being substituted in the equalion (1) of Ihe preceding 
number gives | 
0 — 0, 

and consequently shows. that the density of the electricity al any point in the 
interior of any body in the system is equal to zero. 

The same equation (1) will give Ihe value of o the density of the 
eleetricity in the interior of any of the bodies, when there are not perfect 
conductors. provided we can ascertain the value of Ihe potential function # 


in their interior. 
46 * 
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3. 

Before proceeding to make known some relations which exist between 
the density of the electrie fluid at the surlaces of bodies, and the correspon- 
ding values of the potential funetions within and without those surfaces, the 
electrie fluid being confined to them alone, we shall in the first place, lay 
down a general theorem which will afterwards be very useful to us. This 
theorem may be thus enunciated: 

Let U and V be two continuous funclions of the rectangular co-ordi- 
nates x, y, x, whose differential co-efficients do not become infinite at any 
point within a solid body of any form whatever; then will 


SardydzUoV- - [do u() — fdr dydzVöOU + /do 4 (= 


the triple integrals extending over Ihe whole interior of the body, and those 
relative to do, over ils surface, of which do represents an element: dw being 
an infinitely small line perpendieular to ihe surface, and measured from this 
surface towards the interior of the body. 

To prove this let us consider the triple integral 


Jar DI 


The method of integration by _. reduces this to 











a BR u 
Jay dev" T — fdy dzV' T—  [ardz)  JrdeV 
- „ du” If nn f AU, AU, U), 
| far dyV zo Ic dyV de dydzV 172 tg m. ; 


the accents over the quanlilies a as usual, the values of those quan- 
tities at the limits of the integral, which in the present case are on the surface 
ofthe body, over whose interior the triple u yn are supposed to extend. 


values 





Let us now consider the part Jdydev" r 
e AR 


of x. It is easy to see since dw is every where perpendicular to the surface 
of the solid, that if do” be the element of this surface corresponding to dy.dz, 


we shall have 
dr 


dw 


dydz — do", 


and hence by substitution 


AV du" BOER: = —/ı 7 zn dU" 
f d, da dx do dx 
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‚dU' 
In like manner it is seen, that in the part — /ay dz®b = due to the smaller 





dr 
values of x, we shall have dydz — -- do‘, and consequently 
IV _ 2 fi ‚dE£ ur: 40° 
dy dzV' — r lo dev V Fr r3 


Then, since the sum of the elements represented by do’, together with those 
represented by do”, constitute ‚the whole surface of the body, we have by 
adding these two parts 


r ry hi U' ’ i y 
Say d2(V" - - > a er. 


dx dw dx 








where the integral relative to do is supposed to extend over the whole sur- 
face, and dx to be the incerement of & corresponding to the incerement dw. 


In precisely the same way we have 


ie m y U En fi dy nz 
Saxdz(v"- 6. lo . ,„ and 


. = „,. dU'  —fäo4 ‚ dU 
[dx dy ie -V'—-) = — do = VI; 


therefore, the sum of all the double integrals in the expression before given 
will be obtained by adding together the three parts just found; we shall 




















thus have 
_ypjdU dr dU dy , dU fi ‚ AU 
— [do F® dw 7 dy dw | ds = u Lad dw 
TU 
where V and Fr represent the values at the surface of the body. Hence. 


the integral 
: ‚jdV dU AV dU , dV dU\ 
Le 


by using the characteristic d in order to abridge the expression, becomes 


— dov Z— — für dydzV OU. 





Since the value of the integral just given remains unchanged when 
we substitute V in the place of U and reciprocally, it is clear, that it will 
also be expressed by 


— [doU - — [dx dydzUOV. 


Hence, if we equate these two expressions of the same quantity, after having 
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changed their siens,. we shall have 


(2) Sdov ZZ fardydzV5U — fdoU 4 fdrdydzVoV. 


Thus the theorem appears to be completely established, whatever may be the 
form of the functions U and F. 





In our enuneialion of the theorem, we have supposed the differentials 
of U and F to be finite within the body under consideralion, a condition, 
Ihe necessily of which does not appear explicitly in the demonstation, but. 
which is understood in the method of integration by parts there employed. 


In order to show more clearly the necessily of this condition, we will 
now determine the modification which Ihe formula must undergo, when one 
of the functions, U for example, becomes infinite within Ihe body; and let us 


suppose il to do so in one point »’ only: moreover, infinitely near this point 
1 ) ’ 

let Ü’ be sensibly equal to er being the distance between Ihe point »’ and 

Ihe element dirdydz. Then if we suppose an infinitely small sphere whose 


radius is @ to be deseribed round p’, it is clear that our theorem is applicable 
to the whole of Ihe body exterior to this sphere, and since, U Ü—=d)—: 
« u 


within the sphere, it is evident, the triple integrals may still be supposed to 
extend over the whole body, as the greatest error that this supposilion can 
’ ‚ AV 
induce. is a quanlily of the order «@. Moreover, the part of SdoUS, —— , due 
. dw 
(o the surface of Ihe small sphere is only an infinitely small quantity of the 
- AU 


dw 


due 





order @; there only remains therefore to consider, the part of fdol 


i AU dU r er 
to this same surface. which. since we have here — —= — — — — _—. 
de dr dr dr’ 

“ 


- — „ becomes 
ad 


— 4nV' 


when the radius « is supposed to vanish. Thus, the equation (2.) becomes 


(3) Sdrdydzl3V 4 fdoU - — fardydeV IU- fdov Z —AnV', 


where. as in the former equalion, Ihe triple integrals extend over the whole 
volume of the body. and those relative to do, over its exterior surface: 
I" being the value of N at the point p”. 
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In like manner, if the function #° be such, that it becomes infinite foı 


) wii . ; 1 h 
any point »” within the body, and is moreover, sensibly equal to —, in- 


Ai 
finitely near this point, as ÜU is infinitely near to Ihe point p’, it is eviden! 
from what has preceded that we shall have 


>’ a -dzUo0} - grdV Im 
3) SdedydsUo0V- do — Anl 


e dr 


— färdydzVOU- fdov X — Aa; 


die 
Ihe integrals being laken as before, and U” represenling Ihe value of U’, a 
the point »" where VW becomes infinite. The same proeess will evidently 
applv. however great may be the number of similar points belonging to th 
funetions Ü’ and #. 

For abridgment, we shall in wahat follows, call those singular values 
of a given function, where its differential co-efficients become infinite, and 
the condition originally imposed upon € and F will be expressed by saying. 
that neither of them has any singular values within Ihe solid body under con- 
sideralion. 

4. 

We will now proceed to determine some relations existing between the 
density of the elecirie fluid at Ihe surface of a body, and the potential functions 
thence arising. within and without this surface. For this, let odo be the 
quantity of eleetrieity on an element do of the surface, and F, the value of 
the potential funelion for any point » within it, of which the co-ordinates 
are x,y, 2. Then, if W’ be the value of this function for any other point » 
exterior to his surface, we shall have 








B = /- odo 
— STE Fn- Fe)’ 


<, n, £, being the co-ordinates of do, and 


od [0 


v' - n. 3 ursEB 


I MEAN HR +E-?)) 
the integrals relative to do extending over Ihe whole surface of the body. 





It might appear at first view, that to obtain the value of #° from that 
of V, we should merely have to change x, y, 2, into x’, y', $’: but, this is 
by no means Ihe case; for, the form of the potential function changes suddenly. 
in passing from the space within to that without Ihe surface. Of this, we may 
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oive a very simple example, by supposing the surface to be a sphere whose 
radius is « and centre at the origin of the co-ordinates; then, if the density o 
he constant. we shall have 





v’ _ Ara? 


— Var)’ 


V —- Anoa and 
which are essentially distinet functions. 
With respect to the functions W and VW’ in the general case, it is 
clear that each of them will satisfy Laplace's equation, and consequenily 
0 —=0dV and Od = IV": 
moreover. neilher of them will have singular values; for any point of the 
spaces io which they respectively belong, and at the surface itself, we shall 


have 


Fo 
the horizontal lines over the quantities indicating that they belong to the sur- 


face. At an infinite distance from this surface, we shall likewise have 
==, 
\e will now show, that if any two functions whatever are taken. 
satisfying these conditions, it will always be in our power to assign one, and 
only one value ol o, which will produce them for corresponding potential 


N 


functions. For this we may remark, that the equation (3) art. 3 being applied 








1 ’ 1 
to the space within Ihe body, becomes, by making Ü—=—, 
e / ‘ « g’ ’ 
1 
do (dV " .- 
) rz- Y . 
/ ( ) — /doi — Anl; 
Jr dar dw 
since 1 —. has but one singular point, viz. p; and, we have also JV — 


’ 


and d - —0: r being the distance between the point » to which V belongs 


es 
and the element do. 
IE now. we conceive a surface inclosing the body at an infinite distance 


from it, we shall have. by applying the formula (2) of the same article 
to the space between the surface of the body and this imaginary exterior 


1 r 
surface (seeing that here = U has no singular value) 


1 
—  —_f d-— 
Je) = furl) 
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since the part due to the infinite surface may be neglected, because V’ is 
there equal to zero. In this last equalion, it is evident that dw’ is measured 
from the surface, into the exterior space, and hence 


“3 (47) (47) (+7) 
er - e 

= .®. — BE: Ze 9 Be ff 
div dw! n. 0 nr, 


di dw 





which equation reduces the sum of Ihe two just given to 


WW, Wi 
FH Gr 


In exactly Ihe same way, for the point p' exterior to Ihe surface, we shall 


obtain 
‘do (f dV ar j ” 
/ r' (-- )4 (7) — 


. s sole « 7 747 ne av ei‘ 
Hence it appears, that there exisis a value of o, viz. oe = (J) ZI: 


which will give V and V, for the two potential functions, within and without 











the surface. 


Again, -(&) — force with which a particle of positive electricity p, 


placed within the surface and infinitely near it, is impelled in the zn dw 
perpendicular to this surface, and directed inwards; and -(Z EI) expresses 
Ihe force with which a similar particle »' placed without Ihis miles. on 
the same normal with p, and also infinitely near it, is impelled outwards 
the direction of this normal: but the sum of these two forces is equal to 
double the force that an infinite plane would exert upon 9, supposing it uni- 
formiy covered with electricity of the same density as at the foot of the 
normal on which p is; and this last force is easily shown to be expressed 
by 20, hence by equaling 
AV 4 dV' 
ee ' dw N) : 


"dw 





and consequently !here is only one value of o, which can produce Y and V’ 
as corresponding potential functions. 

Although in what precedes, we have considered the surface of one 
body only, the same arguments apply, how great soever may be their number; 
for the potential functions V and VW’ would still be given by the formulae 


i ‘ode ‘odo 
j or “ and | — „1 . 
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the only difference would be, that the integralions must now extend over the 
surface of all the bodies, and, that the number of funetions represented by V, 
would be equal to the number of the bodies, one for each. In this case, if 
there were given a value of F for each body, together with VW’ belonging 
to the exterior space; and moreover, if these functions satisfied to Ihe above 
mentioned conditions, it would always be possible lo determine the density 
on the surface of each body. so as to produce these values as potential 
functions, and there would be but one density, viz. that given by 
(4'.) 0 —= 40 - 


I dw ' dw 





AV and av! 
dw dw 





which could do so: o, belonging to a point on the surface of 


0 


anv of these bodies. 
>. 
From what has been before established (art. 3), it is easy to prove. 
that when the value of the potential funetion W is given on any closed sur- 


face, there is but one funelion which can satisfy at the same time Ihe eqnalion 
0 — dF, 


and the condition. that NW shall have no singular values within this surface. 
For the equation (3) art. 3, becomes by supposing JU 0, 


» PN 717 > \ 1’ 
(«U — fdoV ——4aV". 


dw dw 





In ihis equalion. U is supposed to have onlv one singular value within the 
surface, viz. at the point p‘, and, infinitely near to this point, to be sensibly 
1 . . » ! ’ » 
equal to —: r being Ihe distance [rom p. If now we had a value of U, 
- 
which. besides salisfying Ihe above writlen condilions. was equal to zero at 
the surface itself, we should have U —=0, and Ihis equalion would become 
WE — WW. Si 
56) 0—= faV ——AnV', 
. dw 


which shows, that #°’ the value of F at the point p’ is given. when # its 
value at the surface is known. 

To convince ourselves that there does exist such a function as we 
have supposed U to be; conceive Ihe surface to be a perfect conductor put 
in communication with the earth. and a unit of positive electrieity to be con- 


centrated in the point p’, then the tolal potential function arising from p’ and 
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from the electrieity it will induce upon the surface, will be the required value 
of 2. For, in consequence of Ihe communication established between the 
condueling surface and the earth, the total potential function at this surface 
must be constant, and equal to that of Ihe earth itslef, i. e. to zero (sceing 
that in this state they form but one conducling body). Taking, therefore. 
this total potential function for U, we have evidentIv 0 — U,0-—0JU, and 
U - [or those parts infinitely near to p‘. As moreover, this function has 
no other singular points within the surface, it evidently possesses all the pro- 
perlies assigned to U in the preceding proof. 

Again, since we have evidentiy Ü"—=0, for all Ihe space exterior 
Io Ihe surface. the equation (4) art. 4 gives 


AU 
0 — 4n(o)- u . 


ae 


where (o) is Ihe density of the electrieity induced on Ihe surface, by the 


action of a unit of electrieity eoncentrated in the point p. Thus, Ihe equa- 
tion (5) of this article becomes 


(6.) V'= — [do on. 


This equation is remarkable on account of its simplieity and singularily. 
seeing that it gives Ihe value of the potential for any point p’, within the 
surface, when V, its value at the surface itself is known, together with (o). 
Ihe densitv that a unit of electricity concentradet in p' would induce on this 
surface, if it conducted electricity perfectly,. and were put in communication 
with the earth. 

Having thus proved, that W’ the value of the potential funclion F, a! 
any point p’ within Ihe surface is given, provided its value V is known al 
ihis surface. we will now show, Ihat whatever the value of V may be, the 
veneral value of V deduced from it by the formula just given shall satisfi 
Ihe equation 

0 = dF. 
For, the value of V at any point p whose co-ordinates are x, y, z, deduced 
from the assumed value of V, by the above written formula. is 


AnV — /doV (); 


Ü being Ihe total potential function within the surface, arising from a unit of 


electricity concentrated in the point p, and the electrieity induced on Ihe surface 
17 * 
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itself by its action. Then, since W is evidently independent of @, y, 2, we 


4adV — / 2 9). 


Now the general value of U will depend upon the position of the 


immediately deduce 


point » produeing it, and upon that of any other point p' whose co-ordinates 
are ©, v', x’, to which it is referred, and will consequently be a function of 
Ihe six quantilies x, y, 2, x, y’, 2’. But we may conceive U to be divided 
into Iwo parls, one : — (r being Ihe distance pp’) arising from the electricitı 
in >, Ihe olher, due to the eleetrieity induced on the surface by Ihe action of p, 
and which we shall call U,. Then since U, has no singular values within 
Ihe surface, we may deduce its general value from that at the surface, by a 
formula similar to the one just given. Thus 


Ar U —— fat); 


where I’ is the total potential function. which would be produced by a unit 


RE dl 4 Ä 
of electrieily in p', and therefore, ( 1) is independent of the co-ordinates 
? N AW 
x, v, %, of p, to which Ö refers. Hence 


AndU, — do NT . 


dıv 


We have before supposed 


r 1 
U—= —-U, 
: 
% 
and as d——0,. we immediately obtain 
ii a 
OU — dU. 
57 mie 
Again, since we have at the surface itself O0 = U—=—-+ÜU,; r being the 
r 2 
distance between » and the element do, we hence deduce 
0 = U; 


this substituted in the general value of JU, before given, there arises JU, = 0), 
and consequenily O=JU. The result just obtained being general, and ap- 
plicable to any point p” within the surface, gives immediately 


ne f =), 


dıv 





and we have by substituling in the equation determining JV, 
Be. 
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In a preceding part of this article, we have obtained the equation 


0 = Anle)- es 


dw 


which combined with =): gives 
0 | 


and therefore the density (0) induced on any element do, which is evidentIx 
a funelion of the co-ordinates X, y, 2, of p, is also such a funclion as will 
satisfy Ihe equalion O==d(o): it is moreover evident, that (o) can never become 
infinite when p is within the surface. 

It now remains lo prove, that the formula 


EEE 1 E 2, dU Eu f 2; — 
V =; fdoV(Z-) = — faoo)l 


shall always give V =}, for any point within the surface and infinitelyv near 





it. whatever may be the assumed value of FW. 
For this, suppose the point p to approach infinitely near the surface: 


/ 


then it is clear that the value of (0). the density of the electricily induced 
by p, will be insensible, except for those parts infinitely near to p, and in 
Ihese parts it is easy to see, that Ihe value of (e) will be independent of Ihe 
form of the surface, and depend only on the distance p,do. But, we shall 
afterwards show (art. 10), that when this surface is a sphere of any radius 


whatever, the value of (o) is 


ce being Ihe shortest distance between p and the surface, and f represenling 
the distance p,do. This expression will give an idea of the rapidity wilh 
which (0) decreases, in passing from the infinitely small porlion of the surface 
in the immediate vieinity of p, to any other part siluate at a finite distance 
from it. and when substituted in the above wrilten value of F, gives. bı 
supposing « to vanish, 
Eu Vi. 

It is also evident, that the function VW, determined by the above written for- 
mula., will have no singular values within the surface under consideralion. 

What was before proved, for the space wilhin any closed surface. 
may likewise be shown to hold good, for that exterior to a number of closed 
surfaces, of any forms whatever, provided we introduce the condition, that P’ 
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shall be equal to zero at an infinite distance from these surfaces. For. con- 
ceive a surface at an infinite distance from those under consideration: then, 
what we have belore said. may be applied to the whole space within the 
infinite surface and exterior to the olhers; consequently 


(5.) Aa’ — fi doV’ (AU), 


du 


where the sien of integralion must extend over all the surfaces, (seeing that 
Ihe part due to the infinite surface is destroyed by the condition, that N is 
Ihere equal to zero) and dıw must evidently be measured from the surfaces. 
into the exterior space lo which #’ now belongs. 


The form of Ihe equation (6) remains also unaltered. and 
(6. ) F’ Bu 17", dev’; 
Ihe sign of integration extending over all the surfaces, and (0) being the density 
of the electrieitv which would be induced on each of the bodies, in presence 
of each other, supposing they all communicated with the earth by means of 
infinitelyv thin condueling wires. 
6. 

let now 4 be any closed surface, condueling electricily perfectly. 
and p a point within it. in which a given quanlity of electricitv Q is con- 
centrated. and suppose this lo induce an electrical state in A; then will 7, 
Ihe value of the potential funelion arising from the surface only, at any olher 
point p', also within it, be such a funelion of Ihe co-ordinates » and y’, that 
we mav change Ihe co-ordinates of p, into those of p', and reciprocally, without 
altering its value. Or. in olher words, Ihe value of the potential function at yp', 
due to the surface alone, when the inducing eleclrieity Q is concentrated in p, 
is equal lo Ihat which would have place at p, if the same electriciiy G were 
concenlrated in p. 

For. in consequence of the equilibrium at Ihe surface, we have evi- 
dently. in the first case, when the indueing clectricity is concentrated in p, 
01 v u 9: 

- 
r being the distance between p and do’ an element of Ihe surface A, and ? 
a constant quanlity dependant upon the quantity of electrieity originally placed 
on 4. Now the value of N at ur is 


=== —/(o') do'V 
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' 


by what has been shown (art. 5); (eo) being. as in that article, the densitx 


of the electrieity which would be induced on the element do’ by a unit of 
electrieity in >’, if the surface A were put in communicalion with Ihe earth. 
This equation gives 

OV —= uf) do ödV — 0; 


“u O nie 
since 9JV = —d — —0: the symbol d referring to Ihe co-ordinales , y, 2, 





- 
of p. But we know that O=J}V; where Ö’ refers in a similar way to the 
eo-ordinates x’, y', 2, of p only. Hence we have simultaneously 

0—=0dV and 0=0/V; 
where it must be remarked, that Ihe function V has no singular values. pro- 
vided the points » and p’ are both situate within the surface A. This being 
Ihe case Ihe first equalion evidently gives (art. 5) 

Vo fig) do}; 

V being what W would become, if the indueing point » were carried to do, 
p' remaining fixed. Where V is a funelion of «', Y,2=, md $,n,6, ie 
co-ordinates of do, whereas (o) is a function of x, y, &, 5, n, {, independent 
of x’, y’, &’; hence by the second equation 

0= (0 V = —/o)doV'V, 
which could not hold generally whatever might be the situation ol », unless 
we had 


0 = 0}; 
where we must be cautious. not to confound Ihe present value of P, with 
Ihat emploved at the beginning of this artiele in proving the equation O=0dF, 
which last, having performed its office. will be no longer employed. 
The equation O=0Ö'V’ gives in Ihe same way 
y= — fie" do’; 

v being what I becomes by bringing the point p’ to any olher element do’ 
of the surface A. This substituted for I, in the expression before given. 
there arises 


vn /Yo)(e')dodo'V': 
in which double integral, the signs of integration, relative to each of Ihe in- 
dependent elements do and do’, must extend over the whole surface. 
If now, we represent by V’, the value of the potential function at p 
arising from the surface 4, when the electricity Q@ is concentrated in p', we 
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shall evidently have 


v — Mo) 0) do’ doV, ° 


where Ihe order of integrations alone is changed, the limits remaining unaltered: 


I being what F, would become, by first bringing the electrical point p’ to 


Ihe surface, and afterward the point » to which W, belongs. This being done. 


it is elear that #°’ and # represent but one and Ihe same quanlilv,. seeing 
that each of Ihem serves to express the value of the potential function, al 
any point of the surface A, arising from the surface itself, when the electricity 
is induced upon it by the action of an electrified point, situate in any other 
point of the same surface, and hence we have evidently 


% 


i? 


as was asserled at Ihe commencement of this arliele. 


It is evident from art. 5, Ihat our preceding arguments will be equally 
applicable to the space exterior to Ihe surfaces of any number of conducting 
hodies. provided we introduce the condition, that the potential function P, 
beloneing to this space. shall be equal to zero, when either »p or p’ shall 
remove to an inlinile distance from these bodies. which condition will evi- 
denilv be satisfied. provided all the bodies are originally in a natural state. 
Supposing this Iherefore to be the case. we see that the potential function 
belonging to any point p' of the exterior space, arising from the electricity 
induced on the surfaces of any number of conducling bodies, by an electrified 
point in p, is equal to Ihat which would have place at p, if the electrified 
poinl were removed to p". 

\What has been. just advanced, being perfectly independent of the number 
and magnitnde of Ihe conducling bodies, may be applied to Ihe case of an in- 
finite number of partlieles,. in each of which Ihe fluid may move freely. but 
which are so ceonstituted that it cannot pass from one to another. This is 
what is alwavs supposed to take place in the theory of magnetism, and the 
present arlicle will be found of great use to us when in the sequel we come 


to treat of that theorv. 


T. 


These things being established with respect to electrified surfaces; the 
general theory of Ihe relations between the density of the electric fluid and 
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the corresponding potential functions, when !he electrieity is disseminated Ihrouegh 
the interior of solid bodies as well as over their surfaces. will very readil\ 
flow from what has been proved (art. 1). 

For this let #° represent Ihe value of the potential function at a point p. 
within a solid body of any form, arising Irom the whole of the eleetrie Auid 
contained in it. and 0’ be the density ol the electrieitv in ils interior: 0’ being 
a function of the three reclangular coordinates .w, v, z: then if o be Ihe den- 


sityv at Ihe surface of the bodv., we shall have 


% zen Fb 
p r' : un 


r being the distance beiween the point » whose co-ordinales are «, v’, 2 


. 5) 





I 


and that whose co-ordinates are X, y, 2x, to which 0° belongs. also 7 the 
distance beiween »’ and do, an element of the surface of the body: #V’ beine 


! 


evidently a function ol a’, y’, 2. If now W be what F’ becomes by chan- 
eing .r', y', 2, into @, y, 2, it is clear from (art. 1). that 0’ will be given by 


) = An’ -JY. 


Substituling for 0, the value which results from this equation. in Ihat imme- 


S 


diatelv preceding we oblain 
% F Bu; dx: ol Fi 
Be An’ „: 
which. by means of the equation (3. art. 3). becomes 


l 
N do 1 \ . 2 d— do AV ! 
pa hr) ech) 


Ihe horizontal lines over the quantities. indicaling that they belong to tie 





surface itself. 
Suppose V, to be the value of the potential function in Ihe space ex- 
terior to the body. which. by (art.5). will depend on the value ol # at the 


surface only; and the equation (2. art. 3). applied to this exterior space. 


er. 1 
will eive since IV —=0 and d ——O. 


[ 
| do \ 


1 0 
d— u — 
) fa r( ") do (dV, 
— /do - I = !—l -—:); 
A du! » du ) 
where dir’ is measured irom the surface into the exterior space lo which W 


d— 
y 
dır' 





«= 


) 
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belongs, as dw is, into the interior space. Consequently div = — dw, and 


therefore 





*: 
/ ur(iE) f doV (ie). ” -/- ” (5) 


| 

d— 

| Re BEN a 

Hence Ihe equation determining 0 becomes, by substitutine for Jdol — 


dw 
its value just given. 


fe Dr, 


an equalion whieh could not subsist venerally. unless 
_—1 (AV AN 


(.) ’ Ar !de I du) 


Uhus the whole diffieulty is reduced to finding the value VW, of the potential 
[function exterior to Ihe body. 

Alihoush we have considered onlv one body, it is clear that Ihe same 
theory is applicable to any number of bodies, and that the values of o and 0’ 
will be given by preeisely the same formulae, however great that number may 
be: #°, being the exterior potential funelion common to all the bodies. 

In case the bodies under consideralion are all perfect conduetors, we 
have seen (art. 1). Ihat Ihe whole of the electrieity will be carried to their 
surfaces, and therefore Ihere is here no place for the application of the theory 
conlained in this arlicle; but as there are probably no perfectly conducting 
bodies in nature, Ihis theory becomes indispensablv necessary, if we would 
investigate the electrical phenomena in all their generalitv. 

Having in this, and Ihe preceding arlicles, laid down the most general 
prineiples of the electrical theory, we shall in what follows apply these prin- 
ciples to more special cases; and the necessity of confining this Essay within 
a moderate extent, will compel us to limit ourselves to a brief examinalion of 


Ihe more interesting phenomena. 


(To be cont. ) 




















23. 
(seometrisches. 


(Von Herrn W. Winkhaus, cand. math. zu Halver bei Arnsbere. ) 


1. Ale Kugelzonen verschiedener Kugeln von gleicher Höhe A und 


sleichem mittlern Radius = o haben den gleichen Cubik-Inhalt J—A(o’ - tzfı 
(wo n—=3.14...). 
Analoge Formeln giebt es für alle Körper. welche durch Umdrehung 


5) 
entstehen. Die 


der Curven ersten und zweiten Grades um eine feste Axe 
parallelen Grundflächen,. welche übrigens auch beliebige Figuren sein können, 
seien Kreise mit den Radien R und ”‘, die übrive Bezeichnung sei wie oben. 


so hat man, wenn die Drehung um die gröfsere Axe geschieht. für die Zone 


Des Paraboloids J = nho’ —= Inh R-- Fr), 
\ . .. ä ) h” | 9 \ f ) h‘ \ 
Des Ellipsoids Jah (0 — sh) elahR 44 Mi) 
R „ ” \ a, 
a ’ PR? bi + . 
oder dem. 4a. Z (4do’— 2R’ — 2r).(40o’+ R’-+4-r’), 


s bh’ N 
Des Ivperboloids .J - ah(g hl), 
[7 4” — 
oder 1 


oder # == in: Ti“ 10o’-+2 


und für die Zone 


ah[R’-+ r— ı(R— r)']= nAlRr + \(R—r)']. 


des Keges J==} N 
Die Formel J = nA[o' -—- 7, (R—r)|. welche zur Berechnung die 


- 


bequemste und den ersten Formeln analog ist. hal kKoppe im 1%. Bande diese 
Journals mitgetheilt; und zwar in der Form. wie sie für den Obelisken palst 


Im September 1851. 











ach 


21. 


Aufgabe. 


Der beweis der beiden Sätze. dafs jede ganze Zahl aus drei Tri- 


sonalzahlen. so wie aus zwei Trigonalzahlen und dem Vierfachen einer dritten 


dureh die Addition sich zusammensetzen läfst. das heifst. dafs. wenn man 


live -N)=a, Yrlcztl)=bdb, IYyy-Dd=e und 
le, (we, 1 4, 4, (9, 1)=b,. 4yılyı F1)=e, 


setzt. für jede ganze Zahl = immer ganzzahlige Werthe 0, 1.2.3.4. ... von 


nr, 2, v Und @,. .2,. Y, Statt finden. für welche 
x —= u—b-+c, so wie 


ısi, läfst sich zwar vollständige auf den Satz eründen. dals jede Zahi. welche 
nicht eine der Formen 4% und SA --7 hat. aus weniger als vier Quadraten 
ohne semeinschafllichen Theiler durch die Addition zusammengesetzt werden 


kann: indessen wäre vielleicht auch noch ein directerer Beweis der beiden 


Sätze zu wünschen. und die Aufeabe wäre. einen solchen Beweis zu soeben. 
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